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Vorwort

Das vorliegende Buch ist Teil einer Vorlesungsausarbeitung [1,2, 3,4] des Zyklus
Theoretische Physik I bis IV. Es gibt den Stoff meiner Vorlesung Theoretische Phy-
sik I tiber die Mechanik Physik wieder. Diese Vorlesung wird in Siegen fiir die
Physikstudenten im 3. Semester angeboten.

Die Darstellung bewegt sich auf dem durchschnittlichen Niveau einer Kursvor-
lesung in Theoretischer Physik. Der Zugang ist eher intuitiv anstelle von deduktiv;
formale Ableitungen und Beweise werden ohne besondere mathematische Akribie
durchgefiihrt.

In enger Anlehnung an den Text, teilweise aber auch zu dessen Fortfiihrung und
Erginzung werden iiber 80 Ubungsaufgaben gestellt. Diese Aufgaben erfiillen ihren
Zweck nur dann, wenn sie vom Studenten moglichst eigenstindig bearbeitet wer-
den. Diese Arbeit sollte unbedingt vor der Lektiire der Musterlosungen liegen, die
im Arbeitsbuch zur Theoretischen Physik [S] angeboten werden. Neben den Losun-
gen enthilt das Arbeitsbuch ein kompaktes Repetitorium des Stoffs der Lehrbiicher
[1,2,3,4].

Der Umfang des vorliegenden Buchs geht in einigen Teilen etwas iiber den
Stoff hinaus, der wihrend eines Semesters in einem Physikstudium iiblicherweise
an deutschen Universitidten behandelt wird. Der Stoff ist in Kapitel gegliedert, die
im Durchschnitt etwa einer Vorlesungsdoppelstunde entsprechen. Natiirlich bauen
verschiedene Kapitel aufeinander auf. Es wurde aber versucht, die einzelnen Ka-
pitel so zu gestalten, dass sie jeweils moglichst abgeschlossen sind. Damit wird
einerseits eine Auswahl von Kapiteln fiir einen bestimmten Kurs (etwa in einem
Bachelor-Studiengang) erleichtert, in dem der Stoff stirker begrenzt werden soll.
Zum anderen kann der Student leichter die Kapitel nachlesen, die fiir ihn von Inter-
esse sind.

Es gibt viele gute Darstellungen der Mechanik, die sich fiir ein vertiefendes Stu-
dium eignen. Ich gebe hier nur einige wenige Biicher an, die ich selbst bevorzugt zu
Rate gezogen habe und die gelegentlich im Text zitiert werden. Als Standardwerk
mochte ich zundchst die Klassische Mechanik von Goldstein [6] hervorheben. Fiir
die einfithrenden Kapitel wurde ein dhnlicher Zugang gewihlt wie die Theoretische
Mechanik von Stephani und Kluge [7]. SchlieBlich sei noch der Band 1 des Lehr-
gangs von Landau-Lifschitz [8] erwihnt. Fiir die relativistische Mechanik benutze
ich bevorzugt die einleitenden Kapitel von Weinbergs Buch [9] iiber die Allgemeine
Relativititstheorie.

Gegeniiber der fiinften Auflage dieses Buchs wurden einige Fehler beseitigt, an
zahlreichen Stellen wurden kleinere Ergénzungen und Verbesserungen vorgenom-
men.



VI

Bei Oliver Burghard, Christoph Kandetzki, Arthur Ruh, Hans Walliser und eini-
gen anderen Lesern der fritheren Auflagen bedanke ich mich fiir wertvolle Hinwei-
se. Fehlermeldungen, Bemerkungen und sonstige Hinweise sind jederzeit willkom-
men, etwa iiber den Kontaktlink auf meiner Homepage www?2 . uni-siegen.de/
~flieba/. Auf dieser Homepage finden sich auch eventuelle Korrekturlisten.

Mai 2009 Torsten FlieBbach
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Einleitung

Die Mechanik untersucht die GesetzméaBigkeiten, nach denen die Bewegung mate-
rieller Korper verlduft. Unter Bewegung versteht man die Anderung des Ortes als
Funktion der Zeit. Die Bewegung erfolgt unter dem Einfluss von Kriften, die in der
Mechanik als bekannt vorausgesetzt werden.

Im vorigen Jahrhundert war die Meinung verbreitet, dass physikalische Vor-
ginge erst dann verstanden sind, wenn sie mechanisch erkliart werden konnen (me-
chanistisches Weltbild). So kann etwa die Wirme auf die ungeordnete Bewegung
der Atome zuriickgefiihrt werden. Heute wissen wir, dass diese Reduktion fiir viele
Phianomene (Elektromagnetismus, Quanteneffekte) nicht moglich ist.

Der groBite Teil dieses Buches beschiftigt sich mit zu Massenpunkten idealisier-
ten Korpern und mit Systemen von Massenpunkten. Teil I stellt die Mechanik
solcher Systeme auf der Basis von Newtons Axiomen dar; dabei werden die
grundlegenden Konzepte wie Massenpunkt, Bahnkurve, Bezugs- und Koordinaten-
system, Ort und Zeit, Impuls, Drehimpuls, kinetische und potenzielle Energie ein-
gefiihrt und diskutiert. Eine zentrale Stellung nimmt die Formulierung der Mecha-
nik im Rahmen des Lagrangeformalismus (Teil II) ein. Der relativ ausfiihrliche
Teil III tiber Variationsprinzipien fiihrt schlieBlich zu einer allgemeinen Darstel-
lung des Zusammenhangs zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofen des Sys-
tems (Noethertheorem). Die anschlieenden Teile IV — VI untersuchen die wich-
tigsten Anwendungsbereiche, und zwar die Bewegung im Zentralpotenzial, die Dy-
namik eines starren Korpers und harmonische Schwingungen.

Der alternative Hamiltonsche Formalismus (Teil VII) spielt fiir Anwendungen
eine untergeordnete Rolle. Er wird aber bei der Einfithrung der Quantenmechanik
benotigt; auBBerdem ist er der Ausgangspunkt fiir die Diskussion der Beziehungen
zwischen Mechanik und Quantenmechanik. Neben den erwidhnten Anwendungen
umfasst die Mechanik die groen Gebiete der Elastomechanik (etwa Saitenschwin-
gung, Balkenbiegung) und der Hydrodynamik. Diese Gebiete enthalten geniigend
Stoff fiir eigene Vorlesungen; in Teil VIII werden nur die einfachsten Grundglei-
chungen vorgestellt. Als weiterfiihrende Ergénzung stellt Kapitel 33 einen Zusam-
menhang her zwischen dem Lagrangeformalismus der Punktmechanik und dem in
anderen Feldtheorien.

Der letzte Teil IX gibt eine (gemessen am Gesamtumfang) relativ ausfiihrliche
Einfiilhrung in die Spezielle Relativititstheorie. In der resultierenden relativisti-
schen Mechanik werden unter anderem die Erzeugung schwerer Teilchen und das
Zwillingsparadoxon diskutiert.



I Elementare Newtonsche Mechanik

1 Bahnkurve

Die Bahnkurve eines Massenpunkts ist ein zentraler Begriff in der Mechanik, ver-
gleichbar etwa mit dem elektromagnetischen Feld in der Elektrodynamik oder der
Wellenfunktion in der Quantenmechanik. In diesem Kapitel fiihren wir die Bahn-
kurve und eine Reihe damit zusammenhéngender Begriffe (Massenpunkt, Bezugs-
system, Raum und Zeit) ein und erldutern sie.

Dieses Kapitel beschrinkt sich auf die Kinematik, also auf die bloBe Beschrei-
bung der Bewegung eines Massenpunkts. Ab dem nichsten Kapitel befassen wir
uns mit der Dynamik, also mit der Untersuchung der physikalischen Gesetze, nach
denen diese Bewegung ablauft.

Die Bewegung eines Korpers konnen wir nur als Bewegung relativ zu etwas ande-
rem beschreiben, etwa relativ zu uns selbst oder relativ zu anderen Gegenstinden.
Giibe es auller dem betrachteten Korper nichts anderes, so konnten wir seine Be-
wegung nicht wahrnehmen oder beschreiben. Vorzugsweise werden wir zunéchst
bestimmte Gegenstinde als Bezugspunkte zur Beschreibung der Bewegung wihlen
(und nicht uns selbst), damit die Bewegung unabhingig vom speziellen Beobach-
ter beschrieben wird. Ein naheliegendes Bezugssystem (BS) ist der Laborraum oder
auch der Horsaal. In einem solchen BS fiihren wir Ortskoordinaten ein (etwa die
Abstinde x, y, z von den Winden eines quaderformigen Raums), die geeignet sind,
alle interessierenden Punkte des Raums zu benennen. In dem Bezugssystem soll
auBlerdem die Zeit ¢ durch eine geeignete Uhr angezeigt werden; wir bezeichnen
t als Zeitkoordinate. Ein Bezugssystem mit bestimmten Koordinaten nennen wir
Koordinatensystem (KS).

Die Bewegungsgesetze werden von der Wahl des Bezugssystems abhingen.
Beispielsweise funktioniert Billard im Horsaal anders als auf einem Karussell, es
unterliegt also anderen Bewegungsgesetzen. Fiir die Formulierung dieser Gesetze
(Kapitel 2) muss das BS daher spezifiziert werden.

Wir betrachten nun einen Massenpunkt. Ein Massenpunkt ist ein Korper, fiir
dessen Bewegung nur sein Ort relevant oder von Interesse ist. In diesem Sinn wird
seine Bewegung vollstindig beschrieben durch die Angabe des Ortes r zu jeder Zeit
t, das heiBt durch die Bahnkurve

r(t)y=x(t)ex+y(t)e, +z(t)e; (1.1)

3



4 Teil I Elementare Newtonsche Mechanik

Folgende Objekte konnten zum Beispiel als Massenpunkte betrachtet werden: Teil-
chen (wie Elektronen oder Protonen) in einem Streuvorgang, Atome in einem Gas,
Billardkugeln, Planeten im Sonnensystem, Galaxien in Galaxiehaufen. Alle diese
Objekte sind tatsdchlich ausgedehnt. Die Modellvorstellung ,,Massenpunkt® ist eine
Idealisierung, die annimmt, dass die Bahnkurve ohne Beriicksichtigung der anderen
Freiheitsgrade behandelt werden kann; dabei bezieht sich r auf den Schwerpunkt
des Korpers. So kann fiir die Berechnung der Erdbahn um die Sonne in sehr guter
Néherung von der Erddrehung (und allen anderen Vorgéngen auf der Erde) abgese-
hen werden. Dagegen kann die Drehung einer Billardkugel wesentlichen Einfluss
auf die Bahn haben; die Anwendung des Modells Massenpunkt kann also auch
fehlerhaft sein. Im Allgemeinen wird eine notwendige Voraussetzung fiir die Be-
handlung als Massenpunkt sein, dass die Grofe des Korpers klein gegeniiber den
anderen relevanten Abmessungen des Systems ist; so ist der Radius der Erde klein
gegeniiber den Halbachsen ihrer Bahnellipse. In diesem Sinn ist die Verwendung
des Begriffs ,,Punkt* in Massenpunkt zu verstehen.

Bereits in die vertraute Beschreibung (1.1) einer Bahnkurve gehen eine Reihe
nichttrivialer Voraussetzungen ein. Insbesondere muss ein Bezugssystem mit karte-
sischen Koordinaten und einer Zeitkoordinate festgelegt sein; die konkrete Angabe
von x, y, z und ¢ setzt die Definition der Lingen- und Zeitmessung voraus. Die
Zeitmessung wird im Folgenden diskutiert; eine Messvorschrift fiir die Linge set-
zen wir voraus. Kartesische Koordinaten implizieren, dass unser dreidimensionaler
Raum eben ist; diese physikalische Annahme {iber die Struktur unseres Raums wird
anschlieBend diskutiert.

Zeitmessung

Die Definition der Zeit erfolgt durch die Festlegung eines Verfahrens zur Messung
der Zeitkoordinate ¢t durch eine Uhr. Eine Uhr ist ein Instrument, das die Perioden-
zahl eines periodischen, kontinuierlichen Vorgangs anzeigt. Als periodischen Vor-
gang konnte man zum Beispiel wihlen:

e Pulsschlag des amerikanischen Présidenten
e Pendeluhr

e Erdrotation (Tag-Nacht-Periode)

e Atomfrequenz

Als Zeiteinheit wird ein Vielfaches einer bestimmten Periode definiert, zum Bei-
spiel eine Sekunde als der 86400ste Teil einer Tag-Nacht-Periode oder als das
9191631770fache der Periodendauer des Ubergangs zwischen den beiden Hyper-
feinstrukturniveaus des Grundzustands von Césium 133.

Die Gesetze fiir die Bahnkurve r(¢) und andere physikalische Gesetze werden
von der Definition von ¢ abhingen. Wir werden diejenige Zeitdefinition als die bes-
te vorziehen, fiir die die physikalischen Gesetze am einfachsten sind. Daher ist die
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Zeitdefinition ,,Pulsschlag™ nur fiir sehr grobe Betrachtungen brauchbar; andern-
falls werden die Gesetze hier kompliziert, da der Pulsschlag komplexen Einfliissen
unterliegt. Tatsdchlich wird es fiir jede Zeitdefinition Abweichungen von der (hypo-
thetischen) idealen Zeit durch Stérungen geben:

e Pulsschlag: komplexe nichtphysikalische Effekte
e Pendeluhr: Riickkopplung, Temperatur
e Erdrotation: Reibung durch Ebbe und Flut

e Atomfrequenz: Gravitationsfeld der Erde

Die Zeitmessung unterliegt daher fortgesetzten Verfeinerungen: So impliziert die
Zeitdefinition iiber die Abfolge von Tag und Nacht zwangslédufig, dass die Winkel-
geschwindigkeit der Erddrehung konstant ist. Aus der darauf aufbauenden Physik
kann man aber abschitzen, dass die Erde sich nicht wirklich gleichmifig dreht;
denn die Reibung durch Ebbe und Flut fiihrt zu einem Drehmoment und damit
zu einer Anderung des Drehimpulses. Diese Anderung ist beobachtbar: Der be-
rechnete Ort der Sonnenfinsternis am 14. Januar des Jahres 484 ist um 30° in Ost-
Westrichtung gegeniiber dem beobachteten Ort verschoben. Dies bedeutet eine Kor-
rektur von etwa zwei Stunden in 1500 Jahren. Wir werden daraufhin die Zeitmes-
sung nicht mehr exakt an Tag und Nacht binden, da dies zur Folge hitte, dass zum
Beispiel Lichtgeschwindigkeit und Atomfrequenzen nicht konstant wiren, sondern
(geringfiigig) von den Auswirkungen von Ebbe und Flut abhingen. Dies wire un-
zweckmifig, da dann die physikalischen Gesetze unnotig kompliziert wiren.

Die aktuelle Zeitdefinition erfolgt iiber Atomfrequenzen. Dabei wird der be-
kannte Einfluss des Gravitationsfelds der Erde beriicksichtigt. Wie bei jeder solchen
Festlegung ist es moglich, dass es noch andere, unbekannte Stérungen gibt, die bei
gesteigerter Messgenauigkeit eine Anderung der Zeitdefinition erfordern. Das Bei-
spiel mit der Tag- und Nachtzeit zeigt, dass solche Effekte gefunden werden konnen,
auch wenn man die Zeit zunichst durch derart gestdrte Vorgdnge definiert. Physi-
ker beschreiben ein solches Vorgehen gern mit der Redewendung ,,man kann mit
schmutzigem Wasser Geschirr waschen®.

Euklidischer Raum

Eine weitere Annahme in (1.1) ist durch die Verwendung eines kartesischen Ko-
ordinatensystems (KS) gegeben: Ein solches KS existiert nur im euklidischen oder
ebenen Raum. Der Gegensatz dazu ist ein gekriimmter Raum, der dadurch definiert
ist, dass in ihm keine kartesischen Koordinaten moglich sind; ein Beispiel hierfiir ist
der zweidimensionale Raum der Kugeloberfliche. Im euklidischen Raum kann man
anstelle von kartesischen Koordinaten auch gekriimmte Koordinaten (wie Kugelko-
ordinaten) verwenden; dies dndert nichts an der Eigenschaft ,,eben* dieses Raums.
Gaul} (1777-1855) hat die Winkelsumme des Dreiecks Inselsberg-Brocken-
Hohenhagen gemessen und 180° erhalten. Damit verifizierte er experimentell, dass
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unser dreidimensionaler Raum auf der Léngenskala von etwa 100 km euklidisch
ist. Die primire Absicht von GauB diirfte dabei allerdings nicht die Uberpriifung
der Euklidizitidt unseres Raums gewesen sein (wie vielfach berichtet wird) sondern
die Landvermessung. Gaufl war sich aber der Moglichkeit eines nichteuklidischen
Raums bewusst.

Die Messung durch Gauf3 setzte voraus, dass sich Lichtstrahlen geradlinig fort-
pflanzen. Lichtstrahlen werden tatsichlich im Gravitationsfeld abgelenkt; und zwar
um 1.75 Bogensekunden fiir am Sonnenrand vorbeistreifendes Licht. In der bevor-
zugten physikalischen Beschreibung dieses Phinomens werden Lichtstrahlen durch
Geraden in einem allgemeineren Raum beschrieben; dann ist dieser Raum aber ge-
kriimmt. Diese Kriimmung ist sehr klein (etwa 10~% am Sonnenrand und 10~ an
der Erdoberfldche). In einem gekriimmten Raum kann man lokal kartesische Koor-
dinaten verwenden; dies sieht man etwa am Beispiel der Kugeloberflidche.

Im Folgenden setzen wir einen euklidischen Raum voraus.

Koordinaten

Wir diskutieren die Darstellung der Bahnkurve sowie die Berechnung der Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung fiir verschiedene Koordinaten. In (1.1) wurde
der Ortsvektor r durch seine kartesischen Komponenten x, y und z ausgedriickt; die
Basisvektoren des KS wurden mit ey, e, und e, bezeichnet. Setzt man die Basis-
vektoren als gegeben voraus, so kann der Vektor r durch seine Komponenten dar-
gestellt werden:

X
r:xex+yey+zezzz(y):R (1.2)
z

Wir verwenden das Zeichen ,,:=* fiir ,,dargestellt durch®. Den Spaltenvektor be-
zeichnen wir mit R. Der Vektor r ist nicht gleich dem Spaltenvektor R. Dies sieht
man auch daran, dass in einem gedrehten KS’ derselbe Vektor r durch einen anderen
Spaltenvektor dargestellt wird:

x/
r=x'e, +ye +z7e = (y’) =R (1.3)
Z/

Die Spaltenvektoren R und R’ sind Darstellungen, die sich auf zwei verschiedene
Koordinatensysteme (mit ey, ey, e; oder €', e’y, e’) beziehen (siche auch Abbildung
21.1). Haufig verzichtet man allerdings darauf, den Unterschied zwischen Gleich-
heit und Darstellung in der Notation wiederzugeben.

Das Skalarprodukt r - r kann als Matrixprodukt geschrieben werden:
ror=r*=R'R=x>+y"+7 (1.4)

Dabei ist RT (,,R-transponiert™) gleich dem Zeilenvektor (x, y, z).
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Neben (1.1) konnen wir auch andere Darstellungen der Bahnkurve r(¢) betrachten,
etwa

x(A), y(), z(A), t(X) (Parameterdarstellung)
rt) =4 p@), ), z(1) (Zylinderkoordinaten) (1.5)
r(t), 0(1), ¢) (Kugelkoordinaten)

Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir definieren die Geschwindigkeit eines Massenpunkts durch

. ar . r@-—r@) . . .
v(it)=r() = o= lim ————=x(t)ex +y(t) ey, +z(t)e; (1.6)

t'—1 t—t

und die Beschleunigung durch
a(t) =F@1) =X(1) ex + y(1) ey +Z(1) e; (1.7

Bei der Berechnung der Zeitableitungen wird verwendet, dass die Basisvektoren
e, ey und e, zeitunabhiingig sind. Im Gegensatz dazu hiingen die Basisvektoren
bei krummlinigen Koordinaten vom Ort ab, und damit fiir die Bewegung eines Teil-
chens effektiv von der Zeit. Wir untersuchen diese Besonderheiten am Beispiel von
ebenen Polarkoordinaten fiir die zweidimensionale Bewegung eines Teilchens.

Die Polarkoordinaten sind durch

x =x(p,p)=p cosg, y=y(p,p) =p sing (1.8)

definiert. Wir fiihren die Einheitsvektoren e, und e, die in Richtung der Anderung
von r bei der Anderung p — p +dp oder ¢ — ¢ + d¢ zeigen, Abbildung 1.1. Das
orthogonale Paar (e, e,) ist gegeniiber (e, e,) um den Winkel ¢ gedreht. Daher
gilt

e, = cosgpe,+sing e,
! o ’ (1.9)
€y = —SIng ey +Cosy ey
’ Tey e
p .
ey ] .
. ’
pdy:,
Abbildung 1.1 In Polarkoordinaten
hingt die Richtung der Basisvektoren
© e, vom betrachteten Ort ab. Das Wegele-
—_— mentdr = dp e,+p dg e, kann nach

X diesen Basisvektoren zerlegt werden.
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Léngs einer Bahnkurve mit p(¢) und ¢(¢) erhalten wir hieraus die Zeitableitungen

e, = —singge,+cosppe, = ¢e, (1.10)
e, = —cosp e, —sinpgpe, =—¢e,
Damit konnen wir aus dem Bahnvektor
r(t) = p(t) ep(t) (1.11)
die Geschwindigkeit berechnen:
v:d—r—pep—{—pép:,éep—i—pgbe(p (1.12)

dt
Alternativ hierzu lesen wir aus Abbildung 1.1 das infinitesimale Wegelement dr ab:
dr=dpe,+pdye, (1.13)

Auch hieraus folgt (1.12). Wir differenzieren noch einmal (1.12), wobei wir (1.10)
beriicksichtigen. Dies ergibt die Beschleunigung:

am:r:d—:’ =(B—pi*)ep+(pi+2p9)e, (1.14)

Aufgaben
1.1 Beschleunigung in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) ist die Bahnkurve eines Massenpunkts von der Form
r(t) = r(t) e (t). Geben Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung ebenfalls
in Kugelkoordinaten an.



2 Newtons Axiome

Als Grundgesetze der Mechanik werden die Newtonschen Axiome eingefiihrt. Das
2. Newtonsche Axiom ist eine Differenzialgleichung fiir die Bahnkurve eines Mas-
senpunkts. Es bestimmt die Dynamik, also die Zeitabhingigkeit der Bewegung.

Alle physikalischen Theorien gehen von gewissen unbewiesenen, grundlegenden
Gesetzen aus. Diese entstehen als Verallgemeinerung von (endlich vielen) Beob-
achtungen. Sie sollten von moglichst einfacher Form sein und es gestatten, eine
moglichst groe Klasse von Phidnomenen zu beschreiben oder vorherzusagen. Diese
allgemeinen Gesetze werden Naturgesetze genannt. Die Beschreibung von Phino-
menen durch diese Gesetze ist in der Physik gleichbedeutend mit ihrer Erkldrung.
Ein Naturgesetz impliziert unendlich viele Vorhersagen. Die Bestitigung von Vor-
hersagen verifiziert das Gesetz, kann es aber nicht beweisen (da die Bestitigung
nur in endlich vielen Fillen erfolgen kann). Ein einmal aufgestelltes Naturgesetz
kann aber durch eine einzige Beobachtung oder ein einziges Experiment widerlegt
(falsifiziert) werden.

In der Mechanik konnen Newtons Axiome (mit einigen Ergédnzungen) als Natur-
gesetze aufgefasst werden. Spéter werden wir noch alternative Formulierungen der
Grundgesetze, insbesondere den Lagrangeformalismus, kennenlernen.

In seinem Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathematica formulierte
Isaac Newton 1687 drei Axiome. Newtons 1. Axiom (auch lex prima genannt) be-
zieht sich auf die Bezugssysteme (BS):

Es gibt BS, in denen die kriftefreie Bewegung

durch F(#) = v = const. beschrieben wird. 2.1

1. Axiom:

Die so spezifizierten, bevorzugten BS heillen Inertialsysteme (IS). Am Beispiel ei-
nes Beobachters auf einem Karussell macht man sich klar, dass eine Aussage wie
(2.1) zwangsldufig vom BS abhéngt; man denke etwa an den Versuch, auf einem
Karussell Billard zu spielen. Experimentell stellt man fest, dass IS solche BS sind,
die gegeniiber dem Fixsternhimmel ruhen, oder die sich relativ zu den Fixsternen
mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.

In allen Gebieten der Physik formuliert man Gesetze, die ein Bezugssystem
voraussetzen. Dabei spielen die IS eine hervorgehobene Rolle; so gelten etwa die
Maxwellgleichungen nur in IS. Man kann die Gesetze aber auch in anderen BS
formulieren. Sie haben dann jedoch im Allgemeinen eine andere und komplizierte-
re Form; in den Bewegungsgesetzen der Mechanik treten zum Beispiel zusétzliche

9
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Tréagheitskrifte auf. Die IS sind dadurch ausgezeichnet, dass in ihnen die physika-
lischen Gesetze besonders einfach sind. Speziell ist wegen (2.1) Billard im Horsaal
einfacher als auf dem Karussell. Auf die Auszeichnung der IS und die Komplika-
tionen in anderen Bezugssystemen gehen wir in Kapitel 5 und 6 noch niher ein.

Gleichung (2.1) besagt, dass die gleichférmige Bewegung (oder Ruhe) ein Zu-
stand ist, in dem der Korper verharrt. So durchquert zum Beispiel ein Komet weitab
von anderen Massen den Weltraum mit konstanter Geschwindigkeit. Im Bereich
der alltidglichen Erfahrung kann die gleichférmige Bewegung nur nidherungsweise
beobachtet werden, da praktisch immer Reibungskrifte vorhanden sind.

Ohne Krifte bewegen sich Korper gleichformig (1. Axiom). Krifte fithren dage-
gen zu einer nicht gleichformigen Bewegung. Der Begriff Kraft wird zunéchst der
Alltagssprache (Muskelkraft, Federkraft, Schwerkraft) entnommen; spiter wird er
durch eine Messvorschrift préizisiert. Newtons 2. Axiom (auch lex secunda genannt)
beschreibt die Bewegung unter dem Einfluss einer Kraft:

. dp .
2. Axiom: m =F imlIS 2.2)

Dabei ist der Impuls p das Produkt aus der Masse m und der Geschwindigkeit:
p=mv 2.3)

Fast immer haben wir es mit konstanter Masse zu tun (auller etwa bei der Bewe-
gungsgleichung fiir eine Rakete), so dass das 2. Axiom auch als

mr=F (2. Axiom) 2.4)

geschrieben werden kann. Hierdurch wird die Masse als eine dem betrachteten Kor-
per zugeordnete Eigenschaft eingefiihrt. Newtons 2. Axiom beinhaltet folgende De-
finitionen und Aussagen:

1. Definition der Masse
2. Definition der Kraft
3. Physikalische Aussage iiber die Bahnbewegung

Wir erldutern zunichst, in welcher Weise das 2. Axiom die Masse und Kraft als
Messgrofien definiert. Dabei gehen wir davon aus, dass Lange und Zeit bereits defi-
niert sind. Damit ist insbesondere die Beschleunigung @ = # eine messbare Grofie.

Wir betrachten eine bestimmte, in ihrer Grofle unbekannte Kraft (zum Beispiel
eine Federkraft) und zwei Korper 1 und 2. Wir messen die Beschleunigungen a;
und ay, die durch die unbekannte Kraft hervorgerufen werden. Nach (2.4) ist das
Verhiltnis m/my durch ay/a; gegeben; damit ist m/m, als Messgrofie festgelegt.
Wir definieren nun willkiirlich die Masse eines bestimmten Korpers als 1 Massen-
einheit; dabei wird implizit vorausgesetzt, dass die Eigenschaft Masse eine unver-
anderliche Eigenschaft des Korpers ist. Der Name der Masseneinheit ist ebenso
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willkiirlich wie die Wahl des Referenzkorpers; bekanntlich wihlt man das Kilo-
gramm (kg) als Masseneinheit. Hierdurch und durch die Messvorschrift fiir m/m2
ist dann die Masse jedes Korpers als Messgrof3e definiert.

Nachdem die Masse und die Beschleunigung Messgroflen sind, legt (2.4) die
Kraft als Messgrofe fest. Die Einheit der Kraft ist

Ikg = = IN = | Newton 2.5)
S

Wir halten fest: Die Messung von Massen und Kriften erfolgt auf der Grundlage
des 2. Axioms.

Nach dem 2. Axiom ist die Masse ein Ma8 fiir den Widerstand, den ein Korper
der Anderung seiner Geschwindigkeit entgegensetzt. Je groBer m ist, umso kleiner
ist — bei gegebener Kraft — die Anderung der Geschwindigkeit. Die GroBe m heifit
daher auch trédge Masse.

Ein anderer Begriff ist die schwere Masse, die proportional zur Stirke der
Gravitationskraft auf einen Korper ist; diese schwere Masse wird experimentell
durch eine Kraftmessung festgelegt. In dieser Form eingefiihrt, ist die schwere Mas-
se als Eigenschaft eines Korpers mit der Ladung vergleichbar; die Ladung ist durch
die Stirke der Kraft auf einen Korper in einem elektromagnetischen Feld bestimmt.
So wie die Ladung konnte die schwere Masse eine von der trigen Masse unab-
hingige Eigenschaft eines Korpers sein. Experimentell stellt sich aber heraus, dass
das Verhiltnis von triger zu schwerer Masse immer gleich grof3 ist (mit einer rela-
tiven Genauigkeit bis zu 10712). Daher fiihrt man keine neue MessgroBe ,,schwere
Masse* ein; vielmehr verzichtet man in den Gleichungen zumeist auf eine Unter-
scheidung und setzt beide Massen gleich m. Im Rahmen der Newtonschen Me-
chanik und Gravitationstheorie ist die Gleichheit von triger und schwerer Masse
zufillig. Dagegen nimmt sie die Allgemeine Relativititstheorie zum zentralen Aus-
gangspunkt (Kapitel 6).

Das 2. Axiom ist nicht nur eine Definitionsgleichung fiir die Masse und die
Kraft. Vielmehr ist es auch ein physikalisches Gesetz tiber die Dynamik; es bein-
haltet physikalische Aussagen. Zum Beispiel ergibt sich bei konstanter Kraft die
nichttriviale Aussage x o< 2 fiir eine eindimensionale Bewegung. Diese Aussage
kann durch Messung iiberpriift werden; damit wird das 2. Axiom verifiziert oder
falsifiziert. Die aus dem 2. Axiom folgenden Aussagen werden durch Experimen-
te bestitigt, solange die vorkommenden Geschwindigkeiten klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.

Fiir mit ¢ vergleichbare Geschwindigkeiten sind die Aussagen des 2. Axioms
(wie etwa x o 72 fiir konstante Kraft) aber falsch. Damit ist das Gesetz im Prin-
zip falsifiziert und daher zu verwerfen. Da das 2. Axiom aber in weiten Bereichen
korrekte Vorhersagen macht, geht man nicht soweit. Vielmehr versieht man das
2. Axiom mit der Einschrinkung, dass es nur auf Geschwindigkeiten anzuwenden
ist, die klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind.

Newtons 3. Axiom (auch lex tertia genannt) lautet: Der Kraft, mit der die Um-
gebung auf einen Massenpunkt wirkt, entspricht stets eine gleich grof3e, entgegen-
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s 2 F21’,2

Vereinbar mit 3. Axiom,
aber durch 1. Zusatz aus- / Vereinbar mit 3. Axiom
1 Fyy geschlossen. 16 F» und 1. Zusatz.

Abbildung 2.1 Die Krifte zwischen zwei Massenpunkten miissen nach dem 3. Axiom
entgegengesetzt gleich grof sein. Zusitzlich beschrinken wir uns auf Krifte, die parallel
(oder antiparallel) zum Relativvektor sind.

gesetzte Kraft, mit der der Massenpunkt auf seine Umgebung wirkt, oder
3. Axiom: F yctio = — Freactio (26)

Dies bedeutet konkret fiir die Krifte, die zwei Massenpunkte aufeinander ausiiben
(Abbildung 2.1),
F12 = —F21 (3 Axiom) (2.7)

Die Aussage (2.6) gilt im allgemeineren Sinn in allen Teilen der Physik: Jede Wir-
kung, die die Umgebung auf einen Korper ausiibt, ruft eine entsprechende Gegen-
wirkung hervor.

Die Axiome werden auch als Newtons Gesetze (oder lex prima, secunda und
tertia) bezeichnet. Sie sind keine Axiome in dem Sinn, dass aus ihnen alle Aus-
sagen der Theorie folgen; insofern kann man die Bezeichnung als ,,Axiome* auch
kritisieren.

Fiir einige Ableitungen in einem System von Massenpunkten benotigen wir An-
nahmen iiber die auftretenden Krifte, die wir als 1. und 2. Zusatz bezeichnen. Im
ersten Zusatz nehmen wir an, dass die Krifte, die zwei Massenpunkte aufeinander
ausiiben (Abbildung 2.1), in Richtung der Verbindungslinie wirken, also

(ri—ro)xFpp=0 (1. Zusatz) 2.8)

Der 2. Zusatz lautet: Wirken mehrere Krifte F; auf einen Massenpunkt, so ist die
Gesamtkraft F die Summe der Einzelkrifte

F = Z F; (2. Zusatz) (2.9)

Dies wird auch als Superpositionsprinzip der Krifte bezeichnet.

Die beiden Zusitze sind zum Beispiel fiir die Newtonschen Gravitationskréfte
zwischen massiven Teilchen oder fiir die Coulombkrifte zwischen geladenen Teil-
chen erfiillt. Sie stellen jedoch eine Einschrinkung an die zugelassenen Krifte dar
und sind von weniger grundlegender Bedeutung als die Axiome selbst. Ein Gegen-
beispiel zum 1. Zusatz sind die magnetischen Krifte zwischen bewegten Ladungen;
hierzu sei auf die Diskussion im Anschluss an (4.15) verwiesen. In einem Medium
konnen nichtlineare elektromagnetische Feldeffekte auftreten; dann wiirde der 2.
Zusatz nicht fiir die Coulombkrifte zwischen geladenen Teilchen in diesem Medi-
um gelten.
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Anwendungen

Wir werden uns in der Mechanik durchweg auf Krifte beschrianken, die nur von
dem Ort und der Geschwindigkeit des Teilchens und von der Zeit abhéngen,

F=F®), i), 1) (2.10)

Wir schlieBen damit zum Beispiel aus, dass F' von der Beschleunigung, von hohe-
ren Ableitungen oder von der Bewegung des Teilchens zu fritheren Zeiten abhéngt.
Geschwindigkeitsabhingige Kréfte sind zum Beispiel die Reibungskraft oder die
Lorentzkraft.

Bei der Losung von Problemen mit Hilfe der Newtonschen Axiome treten typi-
scherweise folgende Schritte auf:

1. Aufstellen des Kraftgesetzes.
2. Mathematische Losung der Differenzialgleichung:

mit) = F(r(t), #(t), 1) @2.11)

3. Bestimmung der Integrationskonstanten der Losung: Sie werden durch die
Anfangsbedingungen fiir Ort und Geschwindigkeit zu einer bestimmten Zeit
(etwa r(0) und 7(0)) festgelegt.

4. Diskussion der Losung: Die Losung konnte graphisch dargestellt werden,
oder es konnte die Frage nach Erhaltungsgrofien (etwa der Energie) unter-
sucht werden.

Gegeniiber dem so definierten Problem sind viele Verallgemeinerungen moglich.
Insbesondere treten oft anstelle der Koordinaten x, y und z allgemeinere Koordina-
ten ¢; (miti = 1, 2,..., f). Die Dynamik solcher Systeme (also ihr zeitabhingiges
Verhalten) wird dann durch die Funktionen ¢; () beschrieben. Fiir diese Funktionen
sind die (2.11) entsprechenden Bewegungsgleichungen aufzustellen und zu 16sen.

Eindimensionale Bewegung

Als Spezialisierung von (2.11) kommt insbesondere die Beschrinkung auf zwei
oder eine Dimension, oder ein einfacher Ansatz fiir die Kraft in Frage. Wir betrach-
ten zunichst die Spezialisierung auf eine Dimension,

mi(t) = F(x(), (1), 1) 2.12)

Die Losung folgender spezieller Bewegungsgleichungen sollte dem Leser vertraut
sein:

Keine Krifte: mix =0 (2.13)
Homogenes Schwerefeld: mx =—mg (2.14)
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Ux)

x.l x-z x-3 X
Abbildung 2.2 Die eindimensionale Bewegung in einem Potenzial U (x) kann mit Hilfe
des Energieerhaltungssatzes, E = mx%/2 + U(x) = const., graphisch diskutiert werden.

Der Abstand zwischen U (x) und der Horizontalen bei E gibt die kinetische Energie m %2 /2
an.

Schwerefeld mit Reibung: mi =—-mg—yx (2.15)
Freie geddmpfte Schwingung: mx = —kx —2mAx (2.16)
Erzwungene Schwingung: X+ a)ozx 4+ 21X = f cos(wt) 2.17)

Der letzte Fall wird in Kapitel 24 noch einmal ausfiihrlich behandelt.
Wir untersuchen die Losung fiir eine Kraft, die nur vom Ort abhingt:

mix(t) = F(x(t)) (2.18)

Multiplizieren wir beide Seiten mit x (¢), so ldsst sich die entstehende Gleichung in
der Form

oo d
x(@) = o U(x()) (2.19)

SIS
SN

mit dem Potenzial
Ux)=— /dx F(x) + const. (2.20)

schreiben; es gilt F(x) = —U’(x). Die GroBe U (x) wird auch die potenzielle Ener-
gie genannt. Die Konstante in (2.20) ist fiir (2.19) ohne Bedeutung. Die Integration
von (2.19) ergibt

% 02 =E —Ux()) 2.21)

Die Integrationskonstante E ist die Summe aus der potenziellen Energie U und aus
der kinetischen Energie m x2/2; diese Begriffe werden im niichsten Kapitel noch
nidher diskutiert. Wegen (2.20) ist £ nur bis auf eine additive Konstante festgelegt.
Wir 16sen (2.21) nach X = dx/dt auf und erhalten

dx
dt = (2.22)
2[E —-UX)]/m
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Die Integration dieser Gleichung ergibt

(2.23)

/X dx/
I —1ty=
xo V2[E=UX)]/m

Die Anfangsbedingungen fiir x (f9) und x (7o) legen die beiden Integrationskonstan-
ten E und xq fest. Die Losung (2.23) bestimmt + = #(x) und damit implizit die
gesuchte Funktion x = x ().

In speziellen Fillen, wie etwa dem Oszillator mit U (x) = kx? /2, kann das
Integral (2.23) analytisch gelost werden. In jedem Fall ldsst sich die Losung aber
qualitativ anhand des Graphen von U (x) diskutieren (Abbildung 2.2): Der vertikale
Abstand zwischen U (x) und der Horizontalen E gibt m%%/2 an. Wihlt man noch
eine Bewegungsrichtung (X > 0 oder X < 0) aus, so kann die Anderung von %2
aus der des vertikalen Abstands abgelesen werden. Nihert man sich einem Schnitt-
punkt von U (x) mit der Horizontalen E, so geht dort x — 0. Diese Punkte werden
Umkehrpunkte genannt, da sich dort die Bewegungsrichtung umkehrt. Verlduft die
Bewegung zwischen zwei Umkehrpunkten (x; < x < xp in Abbildung 2.2), so
ergibt sich eine Schwingung mit der Periode T':

(2.24)

x2 dx
T = 2/
x V2[E—-UX)]/m

Dagegen ist der Bereich x; < x < x3 in Abbildung 2.2 unzugénglich. An den
Stellen xo mit dU /dx = 0 hat (2.18) die statische Losung x = x; nach (2.21) muss
hierfiir £ = U (x¢) gelten. Diese Gleichgewichtslosung ist bei einem Minimum des
Potenzials stabil, bei einem Maximum aber labil.

Die hier auftretenden Strukturen (Integration zu einer Differenzialgleichung
1. Ordnung wegen Energieerhaltung, graphische Diskussion der Losung) werden
uns spiter bei allgemeineren Problemen wiederholt begegnen.
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Aufgaben
2.1 Abstiirzender Satellit

Ein Erdsatellit (Masse m) bewegt sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft und
einer Reibungskraft:

o
F = Fgay + Fgiss = —m r_zer_ my(r)v

Dabei ist r der Abstand zum Erdmittelpunkt, « = G M mit der Erdmasse M und

y(r) > 0. Stellen Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus Aufgabe 1.1 die Bewegungs-

gleichungen in Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) auf. Wie miissen y (r), f und € gewihlt

werden, damit

2/3 2/3

1
r)=ro(1=B1)"", 6@)=——In(1—-B1)"", ¢@) =const. (2.25)
€
die Bewegungsgleichungen 16st? Welche Form hat die Bahnkurve? Bestimmen Sie
den Betrag der Geschwindigkeit |v| als Funktion von r.

2.2 Regentropfen im Schwerefeld

Ein kugelformiger Wassertropfen (Radius R, Volumen V, Masse m) fillt in der
mit Wasserdampf gesittigten Atmosphire senkrecht nach unten. Auf ihn wirken die
Schwerkraft und eine Reibungskraft,

F=Fgrav+Fdiss=mg_)»R2U x>0

Der Wassertropfen startet mit der Geschwindigkeit v(0) = 0. Durch Kondensation
wichst das Volumen des Wassertropfens proportional zu seiner Oberflache an; Ra-
dius und Masse des Tropfens sind also zeitabhingig. Stellen Sie die Bewegungsglei-
chung auf, und integrieren Sie sie, indem Sie R anstelle der Zeit ¢ als unabhingige
Variable einfiihren.

2.3 Schwingungsperiode eines anharmonischen Oszillators

Ein Korper der Masse m bewege sich im Potenzial
Ux) = gxz +ax?

Berechnen Sie die Periode T der Schwingung fiir den leicht anharmonischen Fall
(fir « E < f?, wobei E die Energie ist).

Anleitung: Verwenden Sie die Substitution sin’¢ = U (x)/E und driicken Sie x
und dx in Abhingigkeit von ¢ bis zur 1. Ordnung in o« aus.
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2.4 Einfluss der Zeitdefinition auf die Bewegungsgleichung

In einem Inertialsystem werde durch eine ungenaue Uhr die Zeit T definiert; fiir T’
setze man einen bestimmten Zusammenhang 7 = T (¢) zur (wahren) IS-Zeit ¢ an.
Mit dieser Uhr misst man fiir die kriftefreie, eindimensionale Bewegung eines Kor-
pers d’x /dT? = ag = F/m im Gegensatz zu Newtons Axiomen. Dies demonstriert
die Abhéngigkeit physikalischer Gesetze von der Zeitdefinition.

Bestimmen Sie die scheinbare Kraft F. Fiir eine konkrete Uhr mit schwécher
werdender Feder gelte speziell T'(¢) = 2~ In(1 +Ar). Was ergibt sich dann fiir die
scheinbare Kraft F'?



3 Erhaltungssitze

Erhaltungssatze spielen eine wichtige Rolle in der Physik; sie erleichtern oder er-
moglichen tiberhaupt erst die Losung von Problemen. Ausgehend von Newtons 2.
Axiom untersuchen wir die Erhaltungssitze tiir den Impuls, den Drehimpuls und die
Energie. Dabei werden grundlegende Begriffe wie Drehimpuls, Arbeit, kinetische
und potenzielle Energie, konservative und dissipative Krifte eingefiihrt.

Impulserhaltung
Wirkt auf ein Teilchen keine Kraft, so ist sein Impuls erhalten:
@2 dp
F=0 — m =0 — p =const. (Impulserhaltung) 3.1
Drehimpulserhaltung

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung (2.4) fiir die Bahnkurve
r(t) eines Massenpunkts vektoriell mit r(z):

mr) x¥(t)=r(t) x F (3.2)
Wir definieren den Drehimpuls £ des Teilchens durch
L=r(t)x pit)=r x (mF) 3.3)

und das auf das Teilchen wirkende Drehmoment M durch
M=rxF 34

Beide GroBen, der Drehimpuls und das Drehmoment, beziehen sich auf den Ur-
sprung des gewihlten Inertialsystems; bei einer Verschiebung des IS @ndern sich £
und M im Gegensatz zu p oder F.

Wegen 7 x r = 0 ist d€/dt gleich der linken Seite von (3.2). Damit wird (3.2)
zur Bewegungsgleichung fiir den Drehimpuls:

e
dr

(3.5)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist also gleich dem Drehmoment. Hieraus
ergibt sich der Drehimpulserhaltungssatz: Wenn das Drehmoment verschwindet,

dann ist der Drehimpuls erhalten:
dt

M=0 — m =0 —> £ =const. (Drehimpulserhaltung)  (3.6)

18
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Abbildung 3.1 Ein Planet P umrundet einen Stern S unter dem Einfluss der Gravitations-
kraft, also einer Zentralkraft. Wegen £ = m p”> ¢ = const. ist ¢ umso groBer, je kleiner p
ist. In gleichen Zeitintervallen iiberstreicht der Fahrstrahl SP gleiche Flichen, zum Beispiel
A| = A, in der Abbildung. Dieser Sachverhalt wird als Fldchensatz bezeichnet.

Zentralkraft

Fir F /8 ist M = r x F nur dann gleich null, wenn F parallel zu r ist. Die Kraft
muss also in Richtung zum Zentrum des Bezugssystems wirken (oder entgegenge-
setzt dazu). Fiir ein Teilchen, das sich unter dem Einfluss einer solchen Zentralkraft
bewegt, ist der Drehimpuls erhalten:

F|+r — M =0 — { =const. (Zentralkraft) (3.7

Wegen £ = const. konnen wir die z-Achse des IS, in dem wir die Bewegungsglei-
chungen betrachten, in Richtung von £ legen, also

L=tle,=m(r XF) (3.8)

Damit liegen r und 7 in der x-y-Ebene. Fiir ebene Polarkoordinaten erhalten wir
mit (1.11) und (1.12)

V4 dA
— = p?¢ =2 — =const. (3.9
m dt

Dies ist der sogenannte Fldichensatz (Abbildung 3.1): Die vom Fahrstrahl pro Zeit-
intervall d¢ iiberstrichene Fliche dA = p® dy /2 ist konstant.

Energieerhaltung

Arbeit

Ein Teilchen bewege sich unter dem Einfluss einer dufleren Kraft von r nach r +dr.
Dann bezeichnen wir das Skalarprodukt

dW = F - dr (3.10)
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als die Arbeit dW, die die Kraft an dem Teilchen leistet. Die ldngs eines endlichen
Weges C von r| nach r; geleistete Arbeit ist dann

r
W:/dW:/ dr - F (3.11)
C r,C

Dabei ist dr das Wegelement lings des Weges C. Die Arbeit W hingt vom Anfangs-
und Endpunkt, im Allgemeinen aber auch von dem Weg C zwischen diesen Punkten
ab. Die Arbeit W ist gleich der Energie, die vom Kraftfeld F(r) auf das Teilchen
iibertragen wird. Man stelle sich etwa ein Elektron vor, das im elektrischen Feld
eines Plattenkondensators beschleunigt wird.

Die pro Zeit verrichtete Arbeit wird Leistung genannt,

aw F -dr
P_ J—

=— = =F r 3.12
dt dt r 3.12)
Die Arbeit wird in den Energieeinheiten
kg m?
Joule =J =Nm= — (3.13)
S

gemessen. Die Leistung wird in Watt (W = J/s) gemessen.

Kinetische und potenzielle Energie

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung skalar mit 7:

mvr-r=F - F (3.14)
Dies konnen wir in der Form
d mi® _ pi_p (3.15)
- — cr = .
dt 2

schreiben. Nun ist P die an das System {iibertragene Leistung. Die zu- oder abge-
fiihrte Energie dndert die Geschwindigkeit des Teilchens. Daher identifizieren wir
m
T=—i 3.16
> (3.16)
als die kinetische Energie des Teilchens (im betrachteten IS), also die mit der Be-
wegung verbundene Energie. Diese Form der kinetischen Energie folgt, wie hier
gezeigt wurde, aus dem 2. Axiom.
Wir teilen nun die Kraft in einen konservativen und einen dissipativen Anteil
auf:
F = Fkons + Fdiss (3-17)

Diese Aufteilung wird dadurch definiert, dass Fions alle Anteile enthilt, die sich in

der Form
dU(r)

dt

Fyons - 7 = — (3.18)
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schreiben lassen. Wir sagen, die Kraft Fyqns besitzt ein Potenzial U(r). Als Bei-
spiel betrachten wir (2.15), mX = —mg — yx. Hierfiir kann Fyons = —mg als
—dU (x)/dt mit dem Potenzial U = mgx geschrieben werden. Fiir Fgiss = —y X
ist dies dagegen nicht moglich, weil Fyiss X quadratisch in x ist, wihrend dU (x) /dt
linear in x ist.

Wir setzen (3.17) und (3.18) in (3.15) ein:

d [ mi? .
E<T+U(")>:Fdiss'r (3.19)

Daraus ergibt sich der Energieerhaltungssatz, der kurz Energiesatz genannt wird:

%)
F
Krifte konservativ. — mT + U(r) = E = const. (3.20)

Im konservativen Kraftfeld ist also die Summe aus kinetischer Energie und U erhal-
ten. Die in (3.18) eingefiihrte Funktion U (r) ist eine Energie und erhilt den Namen
potenzielle Energie oder auch Potenzial. Der Erhaltungssatz (3.20) begriindet auch
Bezeichnung konservativ — im Sinn von (Energie) erhaltend — fiir die Kraft (3.18).

Dissipative Krifte fithren zu einer Umwandlung von mechanischer Energie
(T + U) des betrachteten Teilchens in andere Energieformen. Dies kann einmal
Dissipation im engeren Sinn bedeuten, also Umwandlung in Wiarmeenergie; dies
geschieht etwa durch Reibungskrifte. Zum anderen konnen dadurch auch zeitab-
hingige Krifte beschrieben werden, die einen Austausch von Energie mit der Um-
gebung bewirken.

Potenzial

Wir untersuchen die Bestimmung des Potenzials aus einer gegebenen konservativen
Kraft. Dazu fiithren wir die Zeitableitung des Potenzials U (r) = U (x, y, z) in (3.18)
aus:

Foo g Wdx 0Udy dUdz . o 3.21
kons P =00 A oy di ez dr M G2

Hieraus folgt fiir Fops die Form
Fyons = —gradU(r) + 7 x B(r, 1) (3.22)

Dabei ist B ein beliebiges Vektorfeld. Das Standardbeispiel fiir den zweiten Term
ist die Kraft (¢/c) ¥ x B auf ein geladenes Teilchen im Magnetfeld B(r, t). Diese
Kraft ist konservativ, weil sie die Energie erhilt; sie erfiillt die Bedingung (3.18)
mit U = const.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf den Fall

F =—gradU(r) (konservative Kraft) (3.23)
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und schreiben den Index ,.kons* nicht mehr mit an. Notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass eine gegebene Kraft F (r) in dieser Form geschrieben werden
kann, ist das Verschwinden der Rotation von F,

ot F(r)y=0 <«— F(r)=—gradU(r) (3.24)

Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Vektoroperationen und der Begriindung von
(3.24) sei auf die ersten drei Kapitel meiner Elektrodynamik [2] verwiesen. Fiir die

Schlussrichtung <— berechnet man die Rotation der Kraft F = —grad U, etwa
aF, OF U U
ex ot F(r)= — — —2 =— + =0 (3.25)
ay 0z dydz  0dzdy

Fiir die Schlussrichtung — betrachtet man zwei unabhingige Wege C, und Cp, die
beide von ro nach r fiihren. Nun ist die Integraldifferenz fCa — be iiber F - dr'
gleich dem geschlossenen Integral ¢ F - dr’, das nach dem Stokesschen Satz in das
Integral [dF - rot F iiber die eingeschlossene Fliche umgewandelt werden kann.
Da dieses Integral nach Voraussetzung verschwindet, folgt

r r
W= dr' - F = / dr' - F (3.26)
ry, Cq ry, Cp

Wegen dieser Wegunabhingigkeit (die aus rot F = 0 folgt) ist die Arbeit W eine
Funktion von r. Das Potenzial U (r) kann nun als die Arbeit —W bestimmt werden,
die man aufbringen muss, um das Teilchen gegen die Kraft F zum Punkt r zu

bringen:
r

U(r)—U(rp) =—W=—/ dr’ - F(r') (3.27)
o
Fiir das so bestimmte Potenzial gilt grad U (r) = —F. Der Ausgangs- oder Bezugs-
punkt rq ist dabei beliebig; das Potenzial ist nur bis auf eine Konstante (hier U (rg))
festgelegt.
Fiir die Berechnung des Potenzials aus gegebener Kraft konnen wir nun einen
beliebigen Weg wihlen (Abbildung 3.2). Fiir den Weg

dy=dz=0 dx=dz=0 dx=dy=0
Ci: x0,Y,20 —> X,Y,20 —> X,Y,20 —> X,Y,Z
(3.28)
erhalten wir
X y
Ur)—U(ro) = —/ dx" Fe(x', yo,zo)—/ dy' Fy(x,Y', 20)
X0 Yo
_ /Ndz’ F.(x,y,2) (3.29)
20

Hierdurch ist das Potenzial U (r) bis auf eine Konstante bestimmt. Eine Konstante
im Potenzial ist ohne physikalische Bedeutung.
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Abbildung 3.2 Aus einer Kraft der Form
F = —gradU(r) erhidlt man iiber das
Integral — [dr - F die Potenzialdifferenz
U(x,y,z) —U(xo, Yo, 20). Das Ergebnis ist
unabhingig vom gewihlten Weg C. In der
zweidimensionalen Abbildung sind die be-
sonders einfachen Wege C; und C, einge-
X0 X zeichnet.

Wir haben in diesem Kapitel die Erhaltungssitze in ihrer einfachsten Form an-
gegeben; sie werden uns in allgemeineren Formulierungen (Kapitel 9, 11 und 15)
wieder begegnen. Die Erhaltungssitze stellen fiir die Bahn r(¢) des Teilchens Diffe-
renzialgleichung 1. Ordnung dar, im Gegensatz dazu sind die Bewegungsgleichun-
gen Differenzialgleichungen 2. Ordnung. Die Erhaltungssitze heilen daher auch
erste Integrale der Bewegung.
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Aufgaben
3.1 Erzwungene Schwingungen
Bestimmen Sie die allgemeine Losung des angetriebenen, geddmpften Oszillators

X 4 of x +21% = f cos(wr) (3.30)

mit 0 < A < wg. Betrachten Sie die Losung speziell fiir groe Zeiten, und be-
rechnen Sie die zeitlich gemittelte Leistung P, die durch die Reibung verloren geht.
Driicken Sie P im Fall € = w — wp < wp und A < wq durch f, € und X aus.

3.2 Weg(un)abhdngigkeit der Arbeit

y C, Das Wegintegral
r
W:/dW:/ dr - F(r)
C r,C
] =C1 ' soll fiir die Federkraft F = —k r und ver-
0 d x schiedene Wege berechnet werden.

Als Wege sollen eine Gerade C und ein Halbkreis C» (Radius d/2) betrachtet wer-
den, und zwar mit dem Anfangspunkt (x, y,z) = (0,0,0) und dem Endpunkt
(d, 0,0). Das Wegintegral gibt die Arbeit an, die geleistet werden muss, um ein
Teilchen ldngs des Wegs zu verschieben.

3.3 Freier Fall mit Reibung

Fiir eine Kugel, die sich in einer zidhen Fliissigkeit im Schwerefeld bewegt, gelte die
Bewegungsgleichung
m7=—-mg—yz (3.31)

Losen Sie diese Gleichung fiir eine anfangs bei z = 0 ruhende Kugel. Uberpriifen
Sie mit dieser Losung die Energiebilanzgleichung (3.19).

3.4 Forderband — Energiebilanz

Auf ein horizontales Forderband, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit vg
bewegt, fillt aus einem Trichter Materie mit der Rate R = dm/dt = Masse/Zeit.
Die Materie kommt auf dem Forderband zur Ruhe und wird mit vg weitertranspor-
tiert. Mit welcher Kraft F muss das Forderband angetrieben werden, um die Impuls-
dnderung der aufgenommenen Materie zu bewirken? Vergleichen Sie die Leistung
P des Forderbands mit der Rate d T /dt, mit der kinetische Energie T auf die Mate-
rie tibertragen wird. Sind die auftretenden Krifte konservativ?



4 System von Massenpunkten

Wir verallgemeinern die bisherigen Untersuchungen auf ein System aus N Massen-
punkten. Dabei bestimmen wir die Zeitableitung des Impulses, des Drehimpulses
und der Energie des Systems.

Die Bahn des v-ten Massenpunkts sei r, (), seine Masse m,, und die auf ihn wir-
kende Kraft F,. Fiir jeden der N Massenpunkte gilt Newtons 2. Axiom,

my, Fy(t) = F, wv=1,...,N) “4.1)

Bei den Kriften unterscheiden wir zwischen inneren und dufseren Kriften. Die in-
neren Krifte sind diejenigen, die die Massenpunkte des Systems aufeinander aus-
iiben; fiir geladene Teilchen konnten dies zum Beispiel Coulombkrifte sein. Dabei
beschrinken wir uns auf Zweikorperkrifte. Das bedeutet, dass die von m,, auf m,
wirkende Kraft F,, nur von den Koordinaten von m, und m, abhingt (und nicht
etwa von den Koordinaten anderer Teilchen). Die éuferen Krifte F(® seien dieje-
nigen Krifte, die von auflen auf das System wirken, zum Beispiel die Schwerkrifte
auf die einzelnen Massenpunkte oder die durch ein dufleres elektromagnetisches
Feld hervorgerufenen Krifte. Mit dieser Aufteilung wird (4.1) zu

N
my ¥, =F,=F® 4 Z F,, 4.2)
u=1,u#v

Impuls

Wir definieren den Ortsvektor R des Schwerpunkts der Massenpunkte durch

N
1
R = 7 Z} my Fy 4.3)
Dabei ist
N
M = Z my (4.4)

V=
die Gesamtmasse des Systems. Die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt er-
halten wir, indem wir (4.2) iiber v summieren:

N N N N N
Z myF, = MR = Z Z F,, + Z F9 = Z F@ 4.5)

v=1 v=I1 pu=1, u#v v=I1 v=I1

25
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Wegen Newtons 3. Axiom (2.7) fallen hier die inneren Krifte heraus. Formal kann
man dies sehen, indem man die Indizes umbenennt, die Reihenfolge der Summation
vertauscht und das 3. Axiom benutzt:

o F " Y Fu= Y Fu YE - Y R @6

V, [, VFEL sV, LFEY V, [y VFEL V, [, VFER

Da diese Summe gleich der negativen Summe ist, muss sie verschwinden; dies wur-
de in (4.5) benutzt. Aus (4.5) folgt der Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines
Systems bewegt sich so, als ob die Masse in ihm vereinigt ist und als ob die Summe
der duBeren Krifte auf ihn wirkt:

N
MR=>)" FY=F .7

v=1

Die inneren Krifte sind also ohne Einfluss auf die Bewegung des Schwerpunkts.
Diese Aussage kann man etwas salopp so formulieren: Man kann sich nicht am
eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen.

Der Schwerpunktsatz rechtfertigt im nachhinein die Idealisierung tatséchlicher
Korper als Massenpunkte: Sofern die inneren Bewegungen eines Korpers (etwa Ro-
tationen, Vibrationen) nicht von Interesse sind, konnen wir einen Korper als Mas-
senpunkt behandeln, fiir den Newtons 2. Axiom in der Form (4.7) gilt.

Unter einem abgeschlossenen System versteht man ein System, das keine Wech-
selwirkungen mit Vorgingen auflerhalb des Systems hat. Praktisch geniigt es, dass
diese Wechselwirkungen hinreichend klein sind. Fiir ein abgeschlossenes System
aus N Massenpunkten gibt es keine dulleren Krifte, also F ]()“) = 0. Damit ist der
Schwerpunktimpuls P fiir ein abgeschlossenes System erhalten:

Abgeschlossenes System: P = MR = const. 4.8)

Fiir die Beschreibung der Bewegung der Massenpunkte wird man dann vorzugs-
weise das Inertialsystem benutzen, in dem der Schwerpunkt ruht.

Drehimpuls

Analog zum Vorgehen in Kapitel 3 leiten wir aus den Bewegungsgleichungen die
Gleichung fiir die zeitliche Anderung des Drehimpulses ab.
Wir multiplizieren (4.1) vektoriell mit r,, und summieren iiber v:

N N
Zr\,xmv'fU=ZarFv 4.9)

v=1 v=1

Dies wird zu

d N N N N
- Yomyryxi) =) rx FO+ Y ryx Y Fyy (4.10)

v=1 v=1 v=1 Wy L FEV
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Auf der linken Seite identifizieren wir

N N
L:va(rvxi'v)=2€v 4.11)

v=1 v=1

als Gesamtdrehimpuls des Systems. Er bezieht sich, ebenso wie die Einzeldreh-
impulse £,, auf den Ursprung des verwendeten IS. Wir betrachten den letzten Term
in (4.10):

N N N
(V) (3.Axiom)
E ryxF,, = E r, x Fu, = — E ry x Fy, (4.12)
v, [, L FEY v, [, L FEY v, [, WFEY

Mit Hilfe des 1. Zusatzes erhalten wir

N N
“.12) 1 2.8
Y rx Fy 4 52 (re—r)x Fy, =0 (4.13)
V, [,V FER V, [, VFER

Die inneren Krifte ergeben also kein resultierendes Drehmoment; sie konnen den
Gesamtdrehimpuls des Systems nicht dndern.
Mit (4.13) wird (4.10) zu

AL & @
E=ZrVXFV =M 4.14)

v=I

Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses ist also gleich dem Gesamtdreh-
moment der dulleren Krifte. Diese Gleichung wird in Teil V auf den starren Korper
angewandt.

Fiir verschwindendes Gesamtdrehmoment folgt aus (4.14) die Erhaltung des
Gesamtdrehimpulses. Insbesondere gilt

Abgeschlossenes System: L = const. (4.15)

Bei der Ableitung dieser Aussage haben wir den 1. Zusatz (2.8) verwendet. Die
Bedingung (2.8) gilt zum Beispiel nicht fiir die magnetischen Krifte zwischen be-
wegten, geladenen Teilchen. Im abgeschlossenen System ist der Gesamtdrehimpuls
aber auch in diesem Fall erhalten; denn dieser Erhaltungssatz folgt aus einer sehr
allgemeinen Voraussetzung (Isotropie des Raums). In einem System aus beweg-
ten geladenen Teilchen enthélt das elektromagnetische Feld zwangslaufig ebenfalls
Drehimpuls. Die Drehimpulserhaltung gilt dann in der Form L = Lyasse + LFeld =
const., wobei Lasse der in (4.11) betrachtete Drehimpuls und Lg,jg der Drehimpuls
des elektromagnetischen Felds ist.
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Energie

Analog zum Vorgehen in Kapitel 3 leiten wir aus den Bewegungsgleichungen die
Gleichung fiir die zeitliche Anderung der Energie ab. Wir multiplizieren (4.2) skalar
mit 7, und summieren iiber v:

N N
D omyF, k=) Fyo#y (4.16)

v=1 v=1

Die linke Seite ist die Zeitableitung der kinetischen Energie
=Y T2 (4.17)

Wir teilen die Krifte wieder in konservative und dissipative Kréfte auf,
Fv - Fv,kons + F\),diss (4~18)
Dabei ist F,, kons der Anteil, fiir den ein Potenzial U existiert, so dass
y . dU(ry,ry, ..., ry
ZFv,kons‘rv:_ =
dt

v=I1 v=1

(4.19)

Unter der partiellen Ableitung nach dem Vektor r,, := (x,, y,, z,) verstehen wir

au(ry,...,r oU oU oU
u = —e+—e +—e (4.20)
ar, Xy ayy 02z,

Fiir eine Funktion U (r), die nur von einem Vektor r abhingt, wird dies zu grad U.
Wir beschrianken uns auf den Fall, dass (4.19) durch

aU(ry,ra,...,rn)
Fv,kons = - ar al (421)
v

gelost wird. Dann wird (4.16) zu

T+U ZFU diss - Fv 4.22)

v=1

di

In Abwesenheit dissipativer Krifte gilt der Energiesatz:
Krifte konservativ: T + U = E = const. (4.23)

Nach (4.8) und (4.15) kénnte man an dieser Stelle die Aussage erwarten, dass die
Energie im abgeschlossenen System erhalten ist. Dies gilt aber nicht fiir die Grofle
T + U, wenn es dissipative innere Krifte gibt. Der Energiesatz in der Form

Abgeschlossenes System: E = T+U +andere Energieformen = const. (4.24)

setzt ndmlich voraus, dass alle Energiebeitrige beriicksichtigt werden. So wire etwa
die Wirmeenergie zu beriicksichtigen, die tiber Reibungskriften erzeugt wird.
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Bestimmung der Potenziale

Wir diskutieren die Bestimmung des Potenzials U in (4.21) aus gegebenen kon-
servativen Kriften; dabei lassen wir im Folgenden den Index ,kons“ weg, also
F, xons = F,. Fiir die angenommene Aufteilung in innere und duflere Krifte wird
(4.21) zu

F, = F](J“)(rv)—l- Z va_(ruaru)
My L F Y
_ _3U(ﬂ)(r1,r2,..-,r1v) B AUD(ry,ra, ..., 1N) (4.25)
ar, ar,

Das Potenzial U@ soll die duBeren Kriifte ergeben, das Potenzial U @ die inneren.
Die Krifte zwischen den Teilchen seien Zweikorperkrifte, die nur von den Posi-
tionen der beiden Korper abhingen, nicht aber von der Position anderer (dritter)
Korper. Dann lassen sich die Potenziale sich folgender Form schreiben:

N N v-1
U9 =3"Ur) und UD=3">"Uylr.ry (4.26)

v=I v=2 u=lI
Aus
F'9(r) = —grad U,(r) 4.27)

folgt die gewiinschte Relation Fﬁ”)(rv) = —0 U(a)/arv. Die Beziehung (4.27) ist
von der Form (3.23); das Potenzial U, (r) kann daher wie in (3.29) aus der Kraft
F® berechnet werden.

Fiir die inneren Krifte F,;, muss nach dem 3. Axiom

Fuu(rv’ r;L) = _F;w(rw ru) (4.28)

gelten, also
_ oUyu(ry, 1) _ oUyu(ry, ry)
ar, ory,

(4.29)

Das Potenzial U,, kann daher nur von der Differenz r,, — r; abhingen. AuBlerdem
kann es nur von skalaren GroBen abhiingen, also von a - (r, — r,) (mit einem
vorgegebenen Vektor a) oder von (r, — ru)z. Eine Abhiingigkeit vona - (r, —r,)
ergibe Krifte F,,, die parallel zum Vektor £a sind. Solche Krifte werden durch
den ersten Zusatz (2.8) ausgeschlossen. Damit gilt

Uvu = Uv,u(|rv - ru|) (4.30)

Hierfiir ist F,,, parallel zu +(r, — r;) wie in Abbildung 2.1 rechts. Wir betrachten
nun ein bestimmtes Indexpaar und verwenden r = r,, — r,. Dann gilt

F,,(r)=—gradU,,(|r]) = —grad U,,(r) 4.31)
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und
Fvu.(r) = Fvu(r) € (4.32)
Aus AUy, ()
_ vu (X
Fou(r) = ar 4.33)

kann das Potenzial U, (r) durch eine einfache Integration bestimmt werden. Die
gesamte potenzielle Energie ist dann

N N v-—1
Uri,ra,...,rn) =Y Uur)+ Y Y Un(ry —ru) (4.34)

v=1 v=2 pu=1

Da der Beitrag U, sowohl F,, wie auch F,, bestimmt, tritt jedes Indexpaar (vi1)
nur einmal auf; der Term mit v = p fehlt dabei. Wegen U,,, = U, konnte man
auch eine unbeschrinkte Doppelsumme in (4.34) verwenden, wenn man einen Fak-
tor 1/2 hinzufiigt und U, = 0 setzt.

Als Beispiel betrachten wir Teilchen mit den Ladungen ¢, im homogenen
Schwerefeld an der Erdoberfliche (Erdbeschleunigung g = —ge;):

N
UGri.....ry) = Zm,,gzu + Z - UL/ (4.35)

v=1 v=2 p=1 |rv_rlL|
Anstelle des Schwerefelds konnte man auch ein elektrostatisches Feld mit dem Po-
tenzial @ (r) betrachten:

N N v-1
Ulr,.orn) = Y qu®(r) + Z Z vy (4.36)

v=1 —Tu |

Hierbei sind magnetische Krifte nicht beriicksichtigt. Dies kann ein gute Nidherung
sein, da magnetische Krifte relativ zu den Coulombkriften von der GroBe v, v,/ c?
sind (v, und v, bezeichnen die Geschwindigkeiten der Teilchen, und c ist die Licht-
geschwindigkeit).

Aufgaben
4.1 Potenzial fiir Coulombkraft

Wir betrachten Teilchen mit den Ladungen g,,. Die Kraft, die das Teilchen p auf das
Teilchen v ausiibt, ist

Fv,u, _ Qv qu (Fy _;'u)

[ry —rul

Zeigen Sie rot, F,, = 0. Bestimmen Sie den zugehorigen Potenzialbeitrag U, ;.



5 [Inertialsysteme

Newtons 1. Axiom fiihrt die Inertialsysteme (IS) als bevorzugte Bezugssysteme ein;
die Giiltigkeit des zentralen 2. Axioms ist ausdriicklich auf IS beschrankt. Wir dis-
kutieren die Auszeichnung der IS und die Gleichwertigkeit verschiedener 1S. Die
Galileitransformationen fiihren von einem IS zu einem anderen IS'. Im nichsten
Kapitel untersuchen wir die Modifikationen, die sich fiir Nicht-Inertialsysteme er-
geben.

Bezugssysteme (BS) konnen durch das Labor eines Experimentators realisiert wer-
den; wir werden etwa einen Laborraum auf der Erde, ein Satellitenlabor oder ein
Karussell betrachten. Um Raumpunkte in dem Bezugssystem zu benennen, fiihrt
man Koordinaten ein. Verschiedene Zeitpunkte werden durch eine Zeitkoordinate
t benannt; dies konnte die Zeit sein, die eine bestimmte Uhr anzeigt. Ein BS mit
bestimmten Orts- und Zeitkoordinaten nennen wir Koordinatensystem (KS).

Newtons Axiome gelten in den BS, die beziiglich des Fixsternhimmels ruhen,
oder die sich relativ dazu mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Diese BS wer-
den Inertialsysteme (IS) genannt. Fiir diese Systeme gilt das Relativitdtsprinzip von
Galilei: Alle IS sind gleichwertig. Dies bedeutet, dass physikalische Vorgénge in al-
len IS in gleicher Weise ablaufen. Formal heif3t das, dass die grundlegenden Gesetze
in allen IS die gleiche Form haben. In Nicht-IS haben die grundlegenden Gesetze
dagegen eine andere Form; die Bewegungsgleichungen fiir Massenpunkte werden
durch Trigheitskrifte modifiziert (Kapitel 6).

Zum Zusammenhang zwischen den Inertialsystemen und dem Fixsternhimmel
mache man folgendes Experiment: Am Abend schaue man mit locker entspannten
Armen die Sterne an. Dann drehe man sich um die eigene Achse, vollfiihre also eine
Pirouette. Dies fiihrt zu folgenden experimentellen Feststellungen:

1. Es gibt ein bevorzugtes BS, in dem die Arme locker nach unten hingen und
in dem der Versuchsperson nicht schwindlig wird. Dieses BS ist damit expe-
rimentell gegeniiber den rotierenden BS ausgezeichnet.

2. Im bevorzugten BS ruhen die Sterne.

Aus der zweiten Feststellung ergibt sich die Frage, ob die Sterne zufdllig in dem
bevorzugten BS ruhen, oder ob nicht vielmehr die Sterne dieses bevorzugte BS
(also das IS) bestimmen. Die Behauptung, dass die Massenverteilung im Universum
die Inertialsysteme festlegt, heilt Mach-Prinzip. Dieser Zusammenhang kann im
Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie untersucht werden.

31
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Galileitransformation

Newtons Axiome sind im Sinn von Galilei relativistische Gesetze; sie haben in allen
IS dieselbe Form. Hieraus bestimmen wir die Transformationen zwischen verschie-
denen IS.

Wir betrachten ein IS mit den kartesischen Koordinaten x;, x», x3 und der Zeit-
koordinate ¢. Einen Punkt in diesem KS bezeichnen wir als Ereignis:

Ereignis:  (x1, x2, x3, t) 5.1

Konkret kann ein Ereignis dadurch gegeben sein, dass zu einer bestimmten Zeit
an einer bestimmten Stelle etwas passiert, zum Beispiel der Zusammenstofl zweier
punktformiger Teilchen. Koordinatensysteme haben den Zweck, Ereignissen Na-
men zu geben; der Name besteht aus konkreten Koordinatenwerten.

In einem anderen IS’ hat dasselbe Ereignis andere Koordinatenwerte x|, x5, x5
und 7’. Da es sich um dasselbe Ereignis handelt, miissen die gestrichenen und die
ungestrichenen Koordinaten in bestimmter Weise zusammenhingen. Dieser Zusam-
menhang ist die gesuchte Galileitransformation.

In der Newtonschen Mechanik geht man davon aus, dass die von einer Uhr ange-
zeigte Zeit unabhéngig von deren Bewegung ist. Dies wird durch die Beobachtung
bestitigt — allerdings nur fiir Geschwindigkeiten, die klein gegeniiber der Licht-
geschwindigkeit sind. Dann kann man in beliebigen BS dieselbe (absolute) Zeit
verwenden, also insbesondere auch ¢’ = ¢ fiir IS und IS’. Lisst man verschiedene
Zeitnullpunkte zu, dann wird dies zu

t'=t—1 (5.2)

Eine konstante Verschiebung um # ist wegen dt’ = dr ohne Einfluss auf Newtons
Axiome.

Eine Bahnkurve x(¢), x2(¢), x3(t) ist eine Folge von Ereignissen; zu jeder Zeit
t befindet sich der betrachtete Massenpunkt an einem bestimmten Ort (xy, x2, X3).
Beim Ubergang von IS zu IS’ wird das Ereignis (x;, 7) zu (x/, ') und entsprechend
die Bahnkurve x;(¢) zu xlf (t'); dabei steht i fiir 1, 2 und 3. Wir untersuchen diese
Transformation fiir das 1. Axiom,

m(t)=0  inIS (5.3)

Wir betrachten dazu ein Bezugssystem KS’ (Abbildung 5.1), dessen Ursprung bei
d(t) = > d;(t) e; liegt. Die Achsen von IS und KS’ seien parallel; beide Syste-
me haben die gleichen Basisvektoren e;. Ob KS’ ein Inertialsystem ist, wird von
d(t) abhidngen; wir lassen dies zunéchst offen. Der Ortsvektor eines bestimmten
Massenpunkts Pseir =) x;e; inISund 7’ = ) x/ e; in KS'. Es gilt

r(t)=r'(t) +d@) oder x;(t)=x/(t)+dit) (5.4)
Wir setzen dies in die giiltige Gleichung (5.3) ein:
mi/(t)y =—md;(t)y  inKS (5.5)



Kapitel 5 Inertialsysteme 33

X3
X2

X
d KS'

IS

X1

Abbildung 5.1 Es werden ein IS und ein anderes Bezugssystem KS’ betrachtet, deren
Urspriinge durch den zeitabhingigen Vektor d(¢) verbunden sind. Gesucht ist die Transfor-
mation fiir die Bahnkurve eines Massenpunkts P.

Nun ist KS’ genau dann ein IS’, wenn (5.5) wieder die Form des 1. Newtonschen
Axioms hat, also
mixj(t') =0 in IS’ (5.6)

Wegen dt = dt’ konnten wir ¢’ durch ¢ ersetzen. Damit (5.5) und (5.6) iibereinstim-
men, muss
di(t) =0, also d;(t) =v;t+a; 5.7

gelten. Dies bedeutet, dass sich IS’ gegeniiber IS mit konstanter Geschwindigkeit
v = Y v; e; bewegen kann; dariiberhinaus kann IS’ noch um einen konstanten Vek-
tor @ = )_ a; e; verschoben sein. Aus (5.2), (5.4) und (5.7) folgt fiir die Transfor-
mation zwischen IS und IS’

x{:xi—v,-t—ai, l/:l‘—l() (5.8)

Dies ist eine Galileitransformation. Die Anwendung einer solchen Transformation
auf (5.3) fiihrt zur gleichen Form (5.6); das Bewegungsgesetz ist forminvariant oder
kovariant unter Galileitransformationen. Galileis Relativititsprinzip postuliert diese
Kovarianz fiir alle grundlegenden Gesetze.

Wir haben bisher eine beliebige Bewegung des Ursprungs von KS’ betrachtet
(Abbildung 5.1). Dariiberhinaus kénnen die Achsen von KS’ noch gegeniiber IS ver-
dreht sein. Zeitabhingige Winkel zwischen den Koordinatenachsen von IS und KS’
wiirden aber zu Zusatztermen (Kapitel 6) fiihren; das heit KS’ wiire kein IS. Zulis-
sig ist daher nur eine relative Drehung der Koordinatenachsen um konstante Winkel.
Eine solche Drehung wird durch die orthogonale Transformation x| = - j ij Xj
beschrieben (mit waT = 1). Multipliziert man m X; = 0 von links mit ¢;; und sum-
miert tiber j, so erhdlt man mxl’ = 0. Die Form des 1. Axioms bleibt erhalten; ein
gedrehtes IS ist wieder ein IS.
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Die allgemeine Galileitransformation erhalten wir aus (5.8), wenn wir noch eine
Drehung zulassen:

Allgemeine Galileitransformation:

3
5.9
x{:Zaij)q;—vit—ai, l‘/=t—t0 (59

j=1

Diese allgemeine Galileitransformation besteht aus folgenden Transformationen:
1. Drehung, die durch «;; beschrieben wird
2. Rdumliche Verschiebung um v; ¢
3. Rédumliche Verschiebung um g;
4. Zeitliche Verschiebung um #

Die Galileitransformation hidngt damit von 10 Parametern ab: Die Drehung wird
durch 3 Winkel (etwa durch die Eulerwinkel, siehe Teil V) festgelegt; dazu kommen
die 7 GroBen v;, a; und fp. In diesem Zusammenhang sind die v; Parameter der
Transformation, nicht aber die Geschwindigkeit x; des Teilchens

Zwei sukzessive Galileitransformationen von IS zu IS’ und von IS’ zu IS” fiihren
wieder zu einem Inertialsystem IS”, sie definieren eine neue Galileitransformation
(von IS zu IS”). Zu jeder Transformation (von IS zu IS’) gibt es eine inverse Trans-
formation (von IS’ zu IS); die triviale Transformation von IS zu IS ist ebenfalls eine
Galileitransformation. Die Galileitransformationen bilden damit eine Gruppe, die
Galileigruppe genannt wird.

Bei der Diskussion der Galileitransformation steht meist die Relativbewegung
zwischen IS und IS’ im Vordergrund. Hierfiir beschriinkt man sich oft auf eine spe-
zielle Galileitransformation, die von nur einem Parameter abhéngt:

Spezielle Galileitransformation:
(5.10)

X=x—vt, Y=y, =z, /=t

Wir untersuchen noch die Transformation der Geschwindigkeiten. Aus (5.9) folgt
3
dx] =) aijdxj —vidt,  di' =dt (5.11)
j=1

Hieraus erhalten wir

dx!  dx] 3

/) 1 L .

xi(t):—:—: E Ot,‘jxj'(l‘)—v,' (5.12)
dt’ dt =
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Durch eine weitere Differenziation erhilt man

3
B =) e ki) (5.13)

i=1
Hieran kann man noch einmal nachpriifen, dass das 1. Axiom kovariant unter der
allgemeinen Galileitransformation ist:

(5.13)
<>

mii(t) =0 m)'c'/’-(t’) =0 (5.14)

2. Axiom

Wir betrachten das Verhalten des 2. Axioms unter einer Galileitransformation. Mit
der Schreibweise F = ) ; F;e; setzen wir (wie bereits bisher) voraus, dass die
Kraft ein Vektor ist. Das bedeutet, dass sich die Komponenten F; bei einer Drehung
so wie die x; transformieren, also F ].’ = Zj aj; F;. Wir multiplizieren daher beide
Seiten des 2. Axioms mX; = F; mit «j; und summieren iiber i. Damit erhalten wir

mi;(t) = Fj(x,x,t) transformiert zu m)'éj’-(t/) = Fj’(x’, X't (5.15)

Gleichzeitig fiihren wir die Galileitransformation in den Argumenten der Kraft
durch; wir beschrinken uns dabei auf die in (2.11) angegebenen (héufig vorkom-
menden) Argumente der Kraft. Konkret sind die ungestrichenen Argumente in
Fi(x,x,t) gemadlB (5.9) durch die gestrichenen zu ersetzen. Dabei stehen x fiir
(x1, x2, x3) und x fiir (x1, X2, X3).

Der Strich bei F/ bedeutet nun zweierlei: Zum einen beziehen sich die Kom-
ponenten dieser Kraft nun auf die gedrehten Koordinatenachsen. Zum anderen sind
F;(...) und Fi’ (...) im Allgemeinen verschiedene Funktionen ihrer Argumente (we-
gen der Transformation eben dieser Argumente). Als einfaches Beispiel unterwer-
fen wir die Funktion f(x) = x der speziellen Galileitransformation (5.10). Dann
ist f(x)=x=x"4+vt =x"+vt = g(x/, ). Offensichtlich ist f(x) eine andere
Funktion der Argumente als g(x’, t), auch wenn f = g gilt. Dieser Unterschied ist
in (5.15) durch den (unscheinbaren) Strich nur angedeutet; denn — wie in der Physik
iiblich — fiihren wir keinen neuen Buchstaben ein. Die Kraft wird vielmehr immer
durch den Buchstaben F (force) gekennzeichnet.

Nach der Galileitransformation haben die Newtonschen Axiome dieselbe Form
(linker und rechter Teil von (5.15)); sie sind forminvariant oder kovariant. Unter
bestimmten Umstéinden hingen die Krifte F; und F; aber dariiberhinaus in dersel-
ben Weise von ihren Argumenten ab. Dann sind die Newtonschen Gesetze invariant
unter Galileitransformationen. Wir erldautern diese Unterscheidung anhand von Bei-
spielen.

Als erstes setzen wir eine Galileitransformation in die iibliche Reibungskraft
ein:

F(i)=-yir=—-y(F +v)=F'() (5.16)
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Die neue Kraft ist eine andere Funktion des Arguments als die alte; denn F'(7') /=
—y #’. Da F und F’ unterschiedliche Funktionen sind, ist das Bewegungsgesetz
nicht invariant unter Galileitransformationen. In diesem Fall sind die beiden In-
ertialsysteme nicht gleichwertig. Es gibt vielmehr ein bevorzugtes Inertialsystem,
nimlich dasjenige, in dem das die Reibung verursachende Medium ruht (in diesem
IS giltdann F = —y 7).

Andere Beispiele fiir nichtinvariante Krifte sind orts- und zeitabhingige dufie-
re Krifte, denn sie dndern sich im Allgemeinen bei Orts- oder Zeitverschiebungen.
Eine duBlere Kraft kann auch eine Vorzugsrichtung haben (zum Beispiel das Schwe-
refeld an der Erdoberflidche), dann ist die Invarianz unter Drehungen verletzt.

Nun zu einem Beispiel mit einer invarianten Kraft. Ein Planet (Masse m1) hat
unter dem Einfluss der Sonne (Masse m>) die Bewegungsgleichung

ry—rj

ml'ﬁ:—Gmlmz (5.17)

3
lri—ra
Hieraus wird unter einer Galileitransformation (dabei ist (5.9) sowohl fiir r| wie fiir
r, auszufiihren):
ry—r)

(5.18)

oo/
myry GMIm2|r/1—r/2|3
Die rdumlichen und zeitlichen Verschiebungen heben sich in den Differenzen auf
der rechten Seite jeweils auf.

Man beachte, dass in jedem Fall F = F’ gilt. Dies folgt einfach daraus, dass wir
eine Galileitransformation in die Gleichung m# = F einsetzen, und dass fiir die-
se Transformation 7 = ¥’ gilt. Da die Kriifte jeweils von denselben Argumenttypen
abhiingen, nimlich F(r, 7, t) und F’'(r, #’, t'), sind die Bewegungsgleichungen im-
mer Kovariant (von derselben Form). Sie sind aber nur dann invariant, wenn F und
F’ dariiberhinaus in derselben Weise von ihren Argumenten abhéngen.

Passive und aktive Transformation

Die Galileitransformation kann (i) zwei Inertialsysteme oder (ii) zwei physikalische
Systeme miteinander verbinden:

(1) Passive Transformation: Wir betrachten ein physikalisches System von zwei
verschiedenen Bezugssystemen IS und IS’ aus. Die Vorgénge im System wer-
den von den Experimentatoren in IS und IS’ durch Gesetze der gleichen Form
beschrieben (Kovarianz, synonym zu Forminvarianz). So wenden beide Expe-
rimentatoren Newtons Axiome an; dabei verkniipft die Galileitransformation
die Koordinaten, die ein bestimmtes Ereignis in IS und IS’ hat.

(i) Aktive Transformation: Innerhalb eines Bezugssystems IS betrachten wir zwei
physikalische Systeme, die durch eine Galileitransformation auseinander her-
vorgehen. Auch hier werden die Vorginge in beiden Systemen durch Geset-
ze der gleichen Form beschrieben (Kovarianz). Die Vorgidnge laufen in den



Kapitel 5 Inertialsysteme 37

beiden Systemen aber im Allgemeinen verschieden ab, da sich die duBeren
Krifte bei der Transformation dndern.

Speziell fiir abgeschlossene Systeme sind die Bewegungsgesetze nicht nur
kovariant, sondern dariiberhinaus invariant unter Galileitransformationen
(néchster Abschnitt). In diesem Fall laufen die Vorgénge in beiden Systemen
in gleicher Weise ab.

Das Einsetzen einer Galileitransformation in die Newtonschen Axiome ist zunéchst
ein formaler Schritt, der durch die Transformationsgleichungen (5.9) festgelegt ist.
Dieser Schritt kann zwei ganz unterschiedliche Bedeutungen haben: Zum einen
konnen zwei Beobachter (jeweils in IS oder IS’ ruhend) dasselbe physikalische
System betrachten. Dann ist klar, dass sie denselben physikalischen Vorgang be-
schreiben, sie verwenden dazu lediglich unterschiedliche Koordinaten (die jewei-
ligen Standardkoordinaten von IS und IS’). Zum anderen kann ein IS-Beobachter
zwei verschiedene physikalische Systeme betrachten, ndmlich ein zunichst gegebe-
nes, und dann dasjenige, das sich hieraus durch die (aktive) Galileitransformation
(etwa durch Drehung oder Verschiebung) ergibt. Im Allgemeinen werden die physi-
kalischen Vorgidnge in den beiden Systemen unterschiedlich verlaufen. Verlaufen sie
jedoch gleich, dann liegt eine Symmetrie (Invarianz unter der Galileitransformation)
vor.

Wir haben die Galileitransformationen unter dem ersten (passiven) Gesichts-
punkt eingefiihrt. Im Folgenden wird der zweite (aktive) Gesichtspunkt néher er-
lautert. Wir kennzeichnen eine aktive Transformation durch einen Stern als Index:

3
Xj — x;k:Za,-kxk—v,-t—a,-, t = tfT=t—1 (5.19)
k=1

Hier sind x;, t und xi*, t* Koordinaten im gleichen IS; sie bezeichnen etwa die
Position eines Massenpunkts und eines zweiten dazu verschobenen. Setzen wir nun
die Transformation (5.10) in Newtons Axiome ein, so erhalten wir wie in (5.15) die
Bewegungsgesetze fiir die beiden Massenpunkte:

mii(t) = F;(x, %, t) transformiert zu m X (t*) = F/(x*, 1%, %) (5.20)

Die Bewegung verlduft in beiden Fillen nur dann in derselben Weise, wenn die
Krifte Fi(x, x,t) und F/*(x*, X*, t*) in derselben Weise von ihren Argumenten ab-
hingen. Wie die Diskussion im letzten Abschnitt zeigt, ist dies eine nichttriviale Be-
dingung. Sie ist zum Beispiel fiir Reibungskrifte nicht erfiillt, und im Allgemeinen
auch nicht fiir dullere Kréfte. Die Bedingung gilt dagegen fiir die Gravitationskrifte
in (5.17) und (5.18).

Invarianz der Newtonschen Axiome

Ein System ohne Wechselwirkung mit der Umgebung bezeichnen wir als abge-
schlossen. Fiir ein abgeschlossenes System aus Massenpunkten (Kapitel 4) ver-
schwinden die duBeren Krifte. Die inneren Krifte sollen konservativ sein und sich
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gemif (4.30) durch Potenziale darstellen lassen. Dann sind die Krifte von der Form

N
aUv v
Fv:— Z M (1):1,2,“.’]\/) (521)
ar,
ol / #=

Der Abstand |r, — | ist invariant unter den Verschiebungen und Drehungen einer
Galileitransformation. Wegen

u(ry —rp,h=U(r, —rul) (5.22)

hiangen dann F7 und F, in derselben Weise von ihren Argumenten ab. Die Bewe-
gungsgleichungen sind daher invariant, und die tatsdchliche Bewegung verlduft in
beiden Systemen in gleicher Weise.

Fiir abgeschlossene Systeme bedeutet die Invarianz der Bewegungsgleichungen
unter Galileitransformationen, dass die Bewegung im verschobenen oder gedreh-
ten System in gleicher Weise ablduft. So wiirde zum Beispiel unser Sonnensys-
tem auch in einer Entfernung von 10% Lichtjahren in gleicher Weise funktionie-
ren; dabei vernachlédssigen wir dufere Krifte wie das Gravitationsfeld unserer Ga-
laxie (MilchstraBe). Die Invarianz der Bewegungsgesetze bedeutet auch, dass unser
Sonnensystem morgen oder in 10® Jahren genauso funktioniert, oder im gedrehten
Zustand, oder mit einer beliebigen Geschwindigkeit relativ zum jetzigen Zustand.
Die tatsédchliche Bewegung hingt dabei von den jeweiligen Anfangsbedingungen
ab. Die zeitliche Translationsinvarianz bedeutet nicht, dass die tatsichliche Bewe-
gung unseres Sonnensystems in 10® Jahren iiberhaupt noch irgendeine Ahnlichkeit
mit der jetzigen Situation hat. Es wird lediglich behauptet, dass alle Vorgénge in
108 Jahren bei gleichen Anfangsbedingungen so wie jetzt ablaufen wiirden.

Als Gegenbeispiel betrachten wir eine waagerechte Billardplatte und eine et-
was gekippte Billardplatte. Diese beiden Systeme sind durch eine aktive Galilei-
transformation (Drehung) miteinander verbunden. Da es eine duflere Kraft (Schwer-
kraft) gibt, handelt es sich nicht um ein abgeschlossenes System. Fiir beide Systeme
konnen aber Newtons Axiome verwendet werden (wegen der Kovarianz). Die tat-
sdchliche Bewegung (das Billardspiel) lduft aber sehr unterschiedlich ab, weil das
dullere Kraftfeld (Schwerefeld) nicht drehinvariant ist; die Kréfte in den beiden Sys-
temen sind verschieden. Ein dreidimensionales Billard im Inneren eines Quaders im
Weltraum ist dagegen invariant unter der Drehung; die tatséchliche Bewegung ver-
lauft im gedrehten System genauso wie im nichtgedrehten.

Die hier diskutierte Unabhingigkeit vom Ort, der Orientierung, der Zeit und der
Relativgeschwindigkeit sind Konsequenzen der Invarianz der Newtonschen Axio-
me (fiir abgeschlossene Systeme) unter allgemeinen Galileitransformationen. Es sei
daran erinnert, dass diese Axiome nicht abgeleitet sondern lediglich postuliert wur-
den. Tatsédchliche Beobachtungen stehen (von hohen Geschwindigkeiten abgese-
hen) in Ubereinstimmung mit den Axiomen und der dadurch beschriebenen Unab-
hingigkeit von Ort, Orientierung, Zeit und Relativgeschwindigkeit.

Fiir die Untersuchung der Galileiinvarianz und ihre Konsequenzen (Erhaltungs-
groBlen) ist der noch einzufiihrende Lagrangeformalismus viel besser geeignet als



Kapitel 5 Inertialsysteme 39

die Newtonschen Bewegungsgleichungen. Die hier begonnene Diskussion der Gali-
leiinvarianz und ihrer Konsequenzen (Erhaltungsgrofien) wird daher erst in Kapitel
11 fortgesetzt.

Giiltigkeit der Galileitransformation

Eine Front einer elektromagnetischen Welle bewege sich in IS mit der Lichtge-
schwindigkeit X = ¢ in x-Richtung. Wir betrachten nun dieselbe Welle von IS’ aus.
Nach der Galileitransformation hat die Wellenfront in IS’ eine andere Geschwindig-

keit: ,
dx X'=x—vt, t' =t dx

=c—v (5.23)

i -
dt Galileitransformation dr’

Im Gegensatz hierzu ergeben die Maxwellgleichungen immer die Geschwindigkeit

c fiir eine Wellenfront; denn dieses c ist ein Parameter der Maxwellgleichungen. Die

Maxwellgleichungen sind daher nicht kovariant unter der Galileitransformation.
Aus diesen Feststellungen ergeben sich die folgenden beiden Moglichkeiten:

1. Die Maxwellgleichungen gelten nicht in allen IS. Sie sind nichtrelativistisch
und damit keine grundlegenden Gleichungen im Sinn des Relativitédtsprinzips
von Galilei.

Dies ist ein durchaus plausibler Standpunkt: So gibt es etwa fiir andere Wellen
(wie Wasser- oder Schallwellen) ein bevorzugtes IS, nimlich das IS, in dem
das wellentragende Medium (etwa Wasser oder Luft) ruht. Unter Schallge-
schwindigkeit versteht man gerade die Ausbreitungsgeschwindigkeit in die-
sem bevorzugten IS. Maxwell selbst nahm die Existenz eines Mediums an,
in dem sich Licht ausbreitet; dieses postulierte Medium wird Ather genannt.
Die Maxwellgleichungen sollten dann nur in dem IS gelten, das relativ zum
Ather ruht.

2. Die Maxwellgleichungen gelten in allen IS. Dann kann die Galileitransforma-
tion aber nicht die richtige Transformation zwischen verschiedenen IS sein.

Gibe es den Ather als lichttragendes Medium, so miissten sich je nach IS
unterschiedliche Lichtgeschwindigkeiten messen lassen. Uberraschenderwei-
se misst man aber in verschiedenen IS die gleiche Lichtgeschwindigkeit c.
Daher musste das Konzept des Athers aufgegeben werden. Einstein formu-
lierte das Relativititsprinzip ,,Alle IS sind gleichwertig* neu: Die grundle-
genden Gesetze inklusive der Maxwellgleichungen sind von gleicher Form
in allen IS. Danach konnen die Galileitransformationen nicht mehr die (ex-
akt) richtigen Transformationen zwischen Inertialsystemen sein. Sie werden
vielmehr durch die Lorentztransformationen (Teil IX) ersetzt. Dies impliziert
dann auch, dass Newtons Axiome nicht exakt richtig sind. Die Galileitrans-
formationen und Newtons Axiome bleiben jedoch im Grenzfall kleiner Ge-
schwindigkeiten (v < c¢) giiltig.
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Die Inertialsysteme (IS) sind dadurch ausgezeichnet, dass in ihnen Newtons Axio-
me gelten. Nicht-Inertialsysteme sind Bezugssysteme (BS), die relativ zu einem
IS beschleunigt sind. In beschleunigten Bezugssystemen gelten die Newtonschen
Axiome nicht. Wir bestimmen die Zusatzterme in den Bewegungsgleichungen fiir
ein linear beschleunigtes BS und ein rotierendes BS.

Linear beschleunigtes Bezugssystem

Wir beziehen uns wieder auf Abbildung 5.1 mit den beiden Bezugssystemen IS und
KS’. Wir setzen gleichen Uhrengang (" = ¢) in IS und KS' voraus. Der Ursprung
von KS’ sei jetzt relativ zu IS konstant (¢ = const.) beschleunigt, also

ar?
d(t) = — 6.1
) 2 (6.1
Damit lautet die Transformation (5.4)
2
, at

Aus dem in IS giiltigen 1. Axiom folgt die Bewegungsgleichung fiir ein kriftefreies
Teilchen in KS':

mi@)=0 inlS % m#@)=-ma inKS (6.3)

Der Zusatzterm auf der rechten Seite bedeutet, dass Newtons 1. Axiom in KS' nicht
gilt. Dieser Zusatzterm entspricht einem konstanten Kraftfeld F = ma, wenn wir
die Bewegungsgleichung in KS’ mit der Form des 2. Axioms vergleichen. Da diese
Krifte ihren Ursprung in dem Trigheitsterm m # haben, heiflen solche Krifte Trég-
heitskrdfte. Gelegentlich werden sie auch Scheinkréfte genannt, weil sie in IS nicht
auftreten. Im beschleunigten System sind die Tréagheitskrifte aber reale Krifte; zum
Beispiel spiirt ein Passagier solche Krifte, wenn sein Fahrzeug beschleunigt wird.

Es ist bemerkenswert, dass die Trigheitskrifte in gleicher Weise auftreten wie
Gravitationskrifte. So gilt zum Beispiel fiir einen Massenpunkt im homogenen
Schwerefeld an der Erdoberfliche

mi=mg 6.4)
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Die Transformation (6.2) fiihrt zu
mi' =m(g —a) in KS’ 6.5)

Falls wir einen frei fallenden Fahrstuhl als KS’ wihlen, also @ = g, so finden
wir in KS’ die gleichen Bewegungsgleichungen wie ohne Gravitation in IS. Durch
Ubergang in ein frei fallendes BS werden die Gravitationskrifte also eliminiert. Vor-
aussetzung hierfiir ist, dass trige und schwere Masse gleich sind: Die trdge Masse
my ist die durch Newtons Axiome definierte Masse. Die schwere Masse m ist die
Proportionalititskonstante, die die Kraft auf einen Korper in einem Schwerefeld
bestimmt. Daher lautet (6.4) zunichst

mF =mgg (6.6)

Eine Transformation in das System des frei fallenden Fahrstuhls (¢ = g) fiihrt dann
Zu

m = (ms—m)g =0  inKS 6.7)

Die Moglichkeit der Elimination der Gravitationskrifte aus der Bewegungsglei-
chung beruht also auf der Gleichheit von triger und schwerer Masse. Die schwere
Masse konnte, wie etwa die Ladung, eine von der trigen Masse unabhédngige Ei-
genschaft sein. Experimentell stellt man jedoch fest, dass beide Massen immer zu-
einander proportional sind; bei geeignetem Maflsystem sind sie dann gleich. Dies
wurde in (6.4) stillschweigend vorausgesetzt.

Das Einsteinsche Aquivalenzprinzip geht von der Gleichheit der trigen und
schweren Masse, und in der Folge von der Aquivalenz von Trigheits- und Gravita-
tionskriften aus. Hieraus entwickelte Einstein eine relativistische Theorie der Gra-
vitation, die Allgemeine Relativitcitstheorie. Der prinzipielle Gedankengang ist fol-
gender: In einem lokalen, frei fallenden BS laufen alle Vorginge (nicht nur die
mechanischen) so ab wie bei Abwesenheit von Gravitation. Ein solches BS kann et-
wa durch ein Satellitenlabor realisiert werden. In diesem Satellitenlabor gelten dann
die bekannten Gesetze ohne Gravitation, insbesondere die Gesetze der Speziellen
Relativititstheorie (Teil IX). Die relativistischen Gesetze mit Gravitation erhilt man
nun durch die Transformation vom Satellitenlabor zum betrachteten BS, etwa dem
Labor auf der Erde. Die Transformation zwischen diesen beiden BS ist eine Trans-
formation zwischen relativ zueinander beschleunigten Systemen. Ausgehend von
einem Gesetz ohne Gravitation (wie m¥# = 0, (6.7)) gelangt man durch die Trans-
formation zu dem entsprechenden Gesetz mit Gravitation (wie m#¥ = mg, (6.4)).
Im Unterschied zu den hier betrachteten Gleichungen sind die Beschleunigungen
im realen Gravitationsfeld ortsabhingig; verschiedene Satellitenlabors haben un-
terschiedliche Beschleunigungen relativ zu einem Punkt auf der Erde. Auflerdem
werden relativistische Gleichungen betrachtet.
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Rotierendes Bezugssystem

Von besonderem Interesse sind rotierende Bezugssysteme, zum einen weil die Erde
selbst ein solches BS darstellt, zum anderen weil es bei der Behandlung der Krei-
selbewegung (Teil V) benutzt wird. In Abbildung 6.1 ist ein rotierendes KS’ mit den
Koordinaten x’, y’, 7’ skizziert, das gegeniiber einem IS (Koordinaten x, y, z) mit
der Winkelgeschwindigkeit
de
0= —
dt
rotiert. Die Vektoren @ und d¢ zeigen in Richtung der Drehachse; |d¢| ist der
Winkel, um den KS’ wihrend dr gedreht wird.

Wir betrachten zuniichst einen Vektor G, der von KS’ aus gesehen zeitunab-
héngig ist; in KS’ hat der Vektor eine konstante Linge und bildet konstante Win-
kel mit den Koordinatenachsen. Aus Abbildung 6.1 sehen wir, dass fiir die Ande-
rung dieses Vektors aufgrund der Rotation (Index ,rot*) von KS’ gilt: |[dG | =
|G|lde]| sinf, dGrot L @ und dGoy L G. Hieraus folgt

(6.8)

dGy =de x G = (wdt) x G (6.9)

Wir betrachten nun einen beliebigen Vektor G(¢). In KS’ éndere er sich wihrend dt
um dGgg . Dann ist die Anderung von G in IS gleich

dGis = dGggy + dGry (6.10)

Hieraus erhalten wir fiir die Zeitableitung von G die Beziehung

dG dG
() = () +oxG (6.11)
dt Jig dt Jxg

. , Anderung eines Vektors
x-y-Ebene Rotierendes KS durch Drehung
Abbildung 6.1 Es wird ein rotierendes KS' betrachtet, das sich gegeniiber einem IS mit
der Winkelgeschwindigkeit @ um die z-Achse dreht. Im rechten Teil ist die Anderung eines
Vektors bei einer infinitesimalen Drehung dargestellt.
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Ort und Geschwindigkeit

Der Ortsvektor eines Massenpunkts kann nach den Basisvektoren e; von IS oder
den Basisvektoren e§ (1) des rotierenden KS’ entwickelt werden:

3 3
r=Y xite =y x/t)ew =r (6.12)

i=1 i=1

Da IS und KS’ denselben Ursprung haben, gilt r = r’. Die angegebene Zeitab-
hingigkeit bezieht sich auf das Inertialsystem. Die Basisvektoren e;(r) von KS’
hingen daher von ¢ ab, die Basisvektoren e; von IS dagegen nicht.

Wir berechnen nun die Geschwindigkeit:

3 3
. dr - d'xl/ / - / de; ./ /
r:E:;_1 - e,-—}-ig_lxi o =iF4+eoxr (6.13)
Der erste Term
3 dx!
= d_zl e§ (6.14)

ist die Anderung des Ortsvektors relativ zu KS', also gleich (dr /dt)gg . Im zweiten
Term wurde (de}/dt) = (de;/dt)yx = @ x e verwendet. Die beiden Terme in
(6.13) entsprechen denen in (6.11).

Bewegungsgleichung
Wir bestimmen die Bewegungsgleichung eines kriftefreien Massenpunkts in KS'.
Dabei beschrianken wir uns auf eine Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

@ = const. (6.15)

Wir setzen voraus, dass die Uhren in IS und KS’ gleich gehen, also ¢’ = t.
Wir wenden nun (6.11) auf den Geschwindigkeitsvektor an, also auf 7 = 7/ +

® X1 )

di d(i '

(_r) _ (M) fox (Ftoxr) 6.16)
dt J)ig dt KS'

Analog zur Notation (6.14) fithren wir die Beschleunigung in KS’ ein:

3 2. 3 2./
dx; d*x!
./ 1 !/ __ 1 /
F = E T e, = E I e; (6.17)
i=1

i=l1

Damit wird (6.16) zu

F=F4+2@xFi)+ox@xr) (6.18)
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Abbildung 6.2 Ein Laborsystem auf der

Erdoberfldche ist ein beschleunigtes Bezugs-

x’ system KS’ mit den Koordinaten x’, y’, 7/;

d(t) die x’-Achse soll immer nach Siiden zeigen.

Der Ursprung von KS’ bewegt sich auf einem

0 Kreis mit dem Radius R sinf um die Dreh-

| achse der Erde. AuBerdem rotiert KS’ mit der
R Winkelgeschwindigkeit .

Fiir ein kriftefreies Teilchen gilt im IS das 1. Axiom

. [(dr .
mr = o7 IS:O in IS (6.19)

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

Kriftefreies Teilchen im rotierenden System:
(6.20)

mi' ==2m(@x¥F)—mox(wxr')

Die Trégheitskréfte auf der rechten Seite werden als Corioliskraft und Zentrifugal-
kraft bezeichnet. Die Corioliskraft ist proportional zu w und zur Geschwindigkeit
des betrachteten Massenpunkts. Sie steht senkrecht zur Bewegungsrichtung; auf ei-
nem Karussell ist es schwierig, geradeaus zu gehen. Die Zentrifugalkraft ist pro-
portional zu w? und zum Abstand des Massenpunkts von der Drehachse. Sie zeigt
von der Drehachse weg; auf einem schnell rotierenden Karussell muss man sich
festhalten, um nicht nach auflen wegzugleiten.

Wenn man die Transformation (6.18) in das 2. Axiom einsetzt, dann treten die
Corioliskraft und Zentrifugalkraft zu den Kréften auf der rechten Seite hinzu. Aus
der giiltigen Gleichung (2. Axiom) in IS erhidlt man so die giiltige Gleichung im
beschleunigten System. Die neue Gleichung wird nicht als 2. Axiom bezeichnet;
denn fiir die Kraft F auf der rechten Seite von (2.2) sind keine Beschleunigungs-
kriifte zugelassen.

Labor auf der Erde

Ein Labor auf der Erdoberfliche ist ein beschleunigtes Bezugssystem KS’, Abbil-
dung 6.2. Der Schwerpunkt der Erde sei der Ursprung eines (nidherungsweisen)
Inertialsystems. Den Vektor vom Ursprung dieses IS zum Ursprung von KS’ be-
zeichnen wir mit d(¢). Aufgrund der Erdrotation bewegt sich der Ursprung von KS’
auf einem Kreis mit dem Radius R sin 6. Dies bedeutet eine Beschleunigung d, die
zur Erdachse hin gerichtet ist und die den Betrag w” R sinf hat:

d(1) = —@*Rsind (e, cosd + e, sin6) 6.21)
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Zusitzlich zur dieser Kreisbewegung dreht sich KS’ um eine Achse parallel zu @
durch seinen Ursprung, und zwar genau um eine volle Drehung, wenn die Erde sich
einmal um sich selbst dreht. Die Winkelgeschwindigkeit von KS' ist also gleich
derjenigen der Erde, ® = w e,. Die Kombination der auftretenden Trigheitskrifte
ergibt

mi":F/+mgs—mJ—2m(wxi‘/)—mwx(wxr/) (6.22)

Die Nicht-Trégheitskrifte bestehen aus der Schwerkraft m g und sonstigen Kréften
F’. Die Bewegung von KS’ wurde aufgeteilt in eine Kreisbewegung des Ursprungs
plus einer Drehung. Dadurch wurde die Zentrifugalkraft in die Terme —md und
—me x (@ xr') aufgeteilt. Fiir & = 1t/2 ergibt der erste Term das vertraute Resultat
ma?*R e Fiir lokale Vorginge (in der Nihe des Ursprungs von KS') ist der zweite
Term dann relativ klein.

Die Form eines rotierenden Fliissigkeitsballs stellt sich unter der Wirkung der
Gravitation m g und der Zentrifugalkraft —m d gerade so ein, dass die Gesamtkraft
mgg — md senkrecht zur Oberfliiche steht. (Andernfalls gibe es Restkrifte, die in
Richtung einer Verschiebung an der Oberfliche wirken). Die Abplattung der Erde
entspricht niherungsweise dieser Einstellung. Die resultierende Kraft steht daher
senkrecht zur Erdoberfliche:

gs—d~ —ge, (6.23)

Hierbei ist g die effektive (breitenabhingige) Erdbeschleunigung, und e’ ist die
Richtung des Lots auf die abgeplattete Erde. Da die Abplattung der Erde klein ist
(der Zahlenwert ist in (23.17) angegeben), sind die Winkelabweichungen von der
Kugelgestalt gering. Fiir die anderen Krifte in (6.22) konnen wir diese Winkel-
korrekturen vernachléssigen.

Die Zentrifugalkraft aufgrund der Erdrotation fiihrt zu den Beitrigen —md
und —m @ x (w x r’). Der erste Beitrag wird in die effektive Erdbeschleuni-
gung absorbiert, (6.23). Der zweite Beitrag kann wegen der relativ kleinen Winkel-
geschwindigkeit w = 27 /Tag meist gegeniiber der Corioliskraft in (6.22) vernach-
lassigt werden. Die formale Bedingung hierfiir ist w < v/¢, wobei £ ~ |r’| und
v~ |F].

Mit den angegebenen Niherungen wird (6.22) zu

mi' =F —mge. —2m(w x i) (6.24)

Dabei ist @ = we; = w(cosh e, — sinf e). Fiir horizontale Bewegung in der
Nihe des Erdbodens (7' & 0), also etwa fiir Winde, erhalten wir hieraus

mix' = F. + 2mwy cosd
v . (6.25)
my' = F, — 2mwi’cosd

Fiir 6 < 7/2 fiihrt eine Geschwindigkeit ' > 0 zu einer Kraft in —y’-Richtung,
und eine Geschwindigkeit y' > 0 zu einer Kraft in x’-Richtung. Daher wird eine
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Bewegung auf der Nordhalbkugel (6 < m/2) nach rechts abgelenkt. Fiir 6 > /2
(Stidhalbkugel) ist der Cosinus negativ und die Bewegung wird nach links abge-
lenkt. Ein Beispiel ist die Drehrichtung der Winde bei einem Tief (auf der Nord-
halbkugel entgegen dem Uhrzeigersinn) oder einem Hoch (auf der Nordhalbkugel
im Uhrzeigersinn).

Die Trigheitskrifte in (6.25) sind gerade die Corioliskrifte fiir eine Rotation um
die 7’-Achse mit der effektiven Frequenz

Weff = w cos b e, (6.26)

Die Bewegung verlduft daher wie auf einem Karussell, das sich mit der Frequenz
wefr dreht; diese Frequenz hidngt von der geographischen Breite /2 — 6 ab.

Die kleinen, horizontalen Auslenkungen eines (Foucault-) Pendels (Masse M,
Lénge L) konnen durch (6.25) beschrieben werden; dabei sind die riicktreibenden
Krifte Fy = —M gx'/Lund F; = —M gy'/L. Wegen (6.26) dreht sich die Schwin-
gungsebene des Foucaultschen Pendels mit — wey relativ zum Erdboden.

Am Beispiel des Foucaultschen Pendels wird auch klar, dass die Beschreibung
der Bewegung im beschleunigten System komplizierter ist. Im Inertialsystem ist die
Schwingungsebene eines Foucaultschen Pendel am Nordpol einfach konstant, und
die Erdoberfliche dreht sich relativ hierzu einmal im 24 Stunden. In KS' miissen
dagegen die Bewegungsgleichungen (6.25) gelost werden, um die (an sich triviale)
Drehung der Pendelebene (einmal in 24 Stunden) zu beschreiben.

Schlussbemerkung

Die Tatsache, dass Newtons Axiome nicht im beschleunigten BS gelten, schlief3t
solche BS nicht aus. Es ist eine Frage der ZweckmaBigkeit, ob wir ein Problem
in einem IS oder in einem anderen KS’ behandeln. Der Vorteil des IS liegt in der
Einfachheit der Bewegungsgleichungen. Ein rotierendes BS kommt insbesondere
dann in Frage, wenn es dem tatsdchlichen Beobachtungssystem (etwa dem Labor
auf rotierender Erde) entspricht, oder wenn andere Gro3en in ihm einfacher sind als
im IS (wie der Trigheitstensor eines rotierenden Korpers, Teil V).
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Aufgaben
6.1 Corioliskraft beim freien Fall

Auf einem Platz in Mitteleuropa (mit der geographischen Breite ¢y = 50°) steht
ein Turm der Hohe H = 200 m. Der ebene Platz stelle die x’-y’-Ebene, der Turm
die z’-Achse von KS’ dar. Wegen der Erddrehung ist KS’ ein rotierendes System (in
dem die w?-Terme vernachlissigbar klein sind). Berechnen Sie in KS’, wieweit ein
vom Turm frei fallender Korper (Anfangsgeschwindigkeit null) neben der Lotrech-
ten aufschldgt. Verifizieren Sie das Ergebnis, indem Sie den freien Fall in einem
Inertialsystem behandeln.
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7 Lagrangegleichungen 1. Art

Der Lagrangeformalismus (Teil II) ist eine elegante und einfache Methode zur Auf-
stellung der Bewegungsgleichungen. In diesem Kapitel werden die Newtonschen
Axiome zu den Lagrangegleichungen 1. Art verallgemeinert. Diese Verallgemeine-
rung ist notwendig, um Probleme mit Zwangsbedingungen behandeln zu kénnen.

Zwangsbedingungen

Fiir viele Probleme sind Newtons Axiome nicht unmittelbar anwendbar. Als Bei-
spiel betrachten wir das in Abbildung 7.1 skizzierte ebene Pendel. Der Massenpunkt
wird durch einen Faden (oder eine Stange) der Linge / auf einer Kreisbahn gehalten.
Die Beschrinkung der Bahn r(¢) := (x, y, z) kann durch folgende Zwangsbedin-
gungen ausgedriickt werden:

z=0, 24y —12=0 (7.1)

Der Faden iibt eine Kraft Z auf den Massenpunkt aus, die als Zwangskraft bezeich-
net wird. Damit lautet Newtons 2. Axiom

mi=F+Z (7.2)

Das Problem besteht nun darin, dass wir zwar die Zwangsbedingung (7.1), nicht
aber die Zwangskraft Z in (7.2) kennen. Die Zwangskraft kann im Allgemeinen
auch nicht direkt angegeben werden, da sie von der tatsidchlichen Bewegung ab-
hingt.

In diesem Kapitel geben wir ein Verfahren an, durch das die Zwangskrifte be-
stimmt werden konnen. Dies fiihrt zu den Lagrangegleichungen 1. Art. Ist man an
den Zwangskriften selbst nicht interessiert, so kann man die Zwangsbedingungen
durch Einfiihrung geeigneter Koordinaten eliminieren; dies ergibt die Lagrange-
gleichungen 2. Art (Kapitel 9). Fiir das ebene Pendel ist der Winkel ¢ eine solche
verallgemeinerte Koordinate; die Lagrangegleichungen 2. Art reduzieren sich dann
auf eine Bewegungsgleichung fiir ¢(z).

49
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Abbildung 7.1 Das ebene Pendel: Auf die
Masse m wirkt die Schwerkraft F und ei-
ne durch den Faden ausgeiibte unbekannte
F=mg Zwangskraft Z.

Wir formulieren das durch (7.1) und (7.2) vorgestellte Problem zunéchst etwas
allgemeiner. Dazu schreiben wir die Zwangsbedingungen in der Form

g1(r,t) =0, ga(r,t)=0 (holonome Zwangsbedingung) (7.3)

Fiir ein Teilchen kann es eine oder zwei solche Bedingungen geben; drei unabhin-
gige Bedingungen wiirden dagegen alle drei Koordinaten x, y und z festlegen, also
keine Bewegung mehr erlauben. Geometrisch stellt eine Bedingung im Allgemei-
nen eine Fliche dar; man kann sich g(x, y, z) = 0 etwanach z = z,(x, y) aufgelost
vorstellen. Ein einfaches Beispiel ist die Bewegung auf einem horizontalen Tisch,
Abbildung 7.2. Hierfiir lautet die Zwangsbedingung

gr,t)y=2z=0 (7.4)

Durch eine der Bedingungen (7.3) wird die Bewegung des Teilchens auf eine Fliche
eingeschrinkt. Zwei Bedingungen schrinken die Bewegung dann auf den Schnitt
von zwei Flichen, also auf eine Kurve ein. In (7.1) stellt go = z = 0 eine Ebene
(die Bildebene in Abbildung 7.1) dar, und g; = x? + y? — [? einen Kreiszylinder.
Der Schnitt dieser beiden Flidchen ist der Kreis in der Bildebene, auf dem sich die
Masse bewegen kann.

Fiir mehrere Teilchen wird (7.3) zu

8a(ri,ra,...,rn,t) =0, (¢=1,2,...,R) (7.5)

Die mogliche Anzahl R der Bedingungen ist durch R < 3N — 1 begrenzt.

Zwangsbedingungen der Art (7.3)—(7.5) heilen holonom, alle anderen Bedin-
gungen werden nichtholonom genannt. Eine nichtholonome Bedingung ist zum Bei-
spiel die Bedingung < R, die die Bewegung auf das Innere einer Kugel mit dem
Radius R beschrinkt. Auch eine Bedingung, die sich nur mit Hilfe der Geschwin-
digkeiten ausdriicken ldsst, ist nichtholonom.

Wir betrachten im Folgenden nur holonome Bedingungen. Dabei wird in (7.3)
zugelassen, dass die Zwangsbedingung explizit von der Zeit ¢ abhidngt. Zum Bei-
spiel konnte die Fadenlidnge des Pendels in Abbildung 7.1 zeitabhédngig sein; dazu
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Abbildung 7.2 Ein einfaches Beispiel fiir eine Zwangsbedingung ist das Gleiten auf ei-
nem horizontalen Tisch. Da der betrachtete Korper keine Bewegung in z-Richtung aus-
fiihrt, miissen die resultierenden Krifte in diese Richtung verschwinden. Daher gilt fiir die
Zwangskraft Z = —mg.

stelle man sich vor, dass der Faden bei x = y = 0 durch eine kleine Ose gefiihrt
werde. Wenn man dann in vorgegebener Weise auf der anderen Seite der Ose an
dem Faden zieht, dann lautet die Zwangsbedingung

gr,n)=x>+y> —11)>=0 (7.6)

Die Richtung der Zwangskraft wird dabei nicht geédndert; ein Faden kann ja nur in
Zugrichtung Kréfte ausiiben. Zeitabhingige Bedingungen heiflen auch rheonom im
Gegensatz zu skleronomen (zeitunabhingigen) Bedingungen.

Zwangskrifte

Am Beispiel des ebenen Pendels macht man sich leicht klar, dass die Zwangskraft
von der tatsdchlichen Bewegung abhingt: Sie muss zum einen die Komponente der
Schwerkraft in Fadenrichtung kompensieren und zum anderen der Zentrifugalkraft
(m1¢?) entgegenwirken. In besonders einfachen Fillen (wie in Abbildung 7.2) kann
die Zwangskraft auch von der Bewegung unabhingig sein. In allen Fillen legt die
Zwangsbedingung aber die Richtung der Zwangskraft fest. Indem wir dies ausniit-
zen, gelangen wir zu einem Losungsweg fiir (7.2) und verwandte Probleme.

Wenn ein Teilchen durch eine holonome Zwangsbedingung auf eine Flache be-
schriankt wird, so bedeutet dies keine Einschrinkung oder Beeinflussung fiir die
Bewegung innerhalb der Fliche. Die Zwangskraft hat daher keine Komponente tan-
gential zur Fliche, sie muss vielmehr orthogonal zur Fliche stehen:

gr,t)y=0 — Z | gradg(r,t) (71.7)
Dies erlaubt folgenden Ansatz fiir die Zwangskraft
Z(r,t) = A(t) gradg(r,t) (7.8)

Dabei ist A(¢) eine unbekannte Funktion, die wegen der Zeitabhingigkeit von
g(r, t) und der Abhingigkeit von der tatsdchlichen Bewegung von der Zeit abhingt.
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Setzen wir (7.8) in (7.2) ein, so erhalten wir fiir den Fall einer holonomen Zwangs-
bedingung die Lagrangegleichungen 1. Art:

mi=F+Agradg(r,?), gr,t)=0 (7.9

Dies sind 4 Gleichungen (3 Differenzialgleichungen 2. Ordnung und eine algebrai-
sche Gleichung) fiir 4 unbekannte Funktionen x(¢), y(¢), z(t) und A(¢); die Kraft F
wird als gegeben betrachtet. Zusammen mit den Anfangsbedingungen reichen sie
aus, um die unbekannten Funktionen zu bestimmen. In Kapitel 8 wird ein systema-
tisches Losungsverfahren angegeben.

Wir betrachten nun zwei Bedingungen (7.3) fiir ein Teilchen. Wir setzen fiir
jede Zwangsbedingung eine Zwangskraft der Form (7.8) an und addieren die beiden
Krifte:

gi(r,1)=0

g(r,1)=0
Dabei sind A1 (¢) und A, (¢) zwei unbekannte Funktionen. Die Begriindung fiir die-
se Form der Zwangskraft ist folgende: Die beiden Zwangsbedingungen legen eine
Kurve fest; die Bewegung des Teilchens ist also auf eine Kurve beschrinkt. Dann
wirkt die Zwangskraft nicht in Richtung der Kurve, also nicht in Richtung des Tan-
gentenvektors an der betrachteten Stelle. Nun bilden grad g; und grad g, zwei un-
abhingige Basisvektoren, die senkrecht zur Kurve stehen; denn grad g, steht senk-
recht zur Fliche g, = 0, in der die Kurve liegt. Damit ist (7.10) ein allgemeiner
Ansatz fiir eine beliebige Kraft, die senkrecht auf der Kurve steht. Mit (7.10) wird
(7.2) zu den Lagrangegleichungen 1. Art:
2
mi = F—l—ZAa(t) grad go(r, 1), 8a(r,t)=0 (7.11)

a=1

} — Z(r,t) =1 (t) gradg|(r, 1) + A2(t) grad g2(r,t) (7.10)

Dies sind 5 Gleichungen (3 Differenzialgleichungen 2. Ordnung und 2 algebraische
Gleichungen) fiir 5 unbekannte Funktionen x (¢), y(¢), z(¢), A1 (¢) und Ao ().

Allgemeiner Fall

Wir schreiben die Lagrangegleichungen (7.11) fiir kartesische Koordinaten an, die
wir mit (x, x2, x3) = (x, y, z) durchnummerieren:

2
.. 08 (x1, X2, X3, 1)
mix, = F, + E Ao () T n=1,2,3) (7.12)

a=1
8a(x1,x2,x3,1) =0 (@=1,2)
Wir verallgemeinern dies auf den Fall von v = 1, ..., N Teilchen, die den Zwangs-
bedingungen (7.5) unterliegen. Die kartesischen Koordinaten der N Teilchen be-
zeichnen wir mit

Xp = X3p4j-3 =Ty € w=1,.,N, j=1,2,3, n=1,.,3N)
(7.13)
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Damit wird zum Beispiel der Ortsvektor r3 des dritten Massenpunkts durch die
Komponenten x7, xg und x9 dargestellt. Die Masse des v-ten Massenpunkts tritt als
Koeffizient von X, mitn = 3v — 2, 3v — 1 und 3v auf; diese Masse bezeichnen wir
daher mit m3,_p = m3,_1 = m3,. Damit lautet die Verallgemeinerung von (7.12)

Lagrangegleichungen 1.Art:

R
920 (X1, X3x, 1
Mudin = Fy+ Y da(D) w (n=1,2....3N) | (7.14)
a=1 n
g()l(xla"'ax3N7t)=0 (a=1527"'7R)

Dies sind 3N + R Gleichungen (3N Differenzialgleichungen 2. Ordnung und R
algebraische Gleichungen) fiir 3N + R unbekannte Funktionen x,(¢) und A (?).
Die Krifte F, werden wie in Newtons 2. Axiom als gegeben angenommen. Die
Form (7.14) setzt kartesische Koordinaten voraus. Fiir andere Koordinaten wire die
zugehorige Koordinatentransformation in (7.14) einzusetzen.

Wir diskutieren die Bedeutung der Verallgemeinerung (7.14) fiir zwei Teilchen
und eine Zwangsbedingung g(r1, ro, t) = 0. Aus (7.14) folgen die auf die Teilchen
1 und 2 wirkenden Zwangskrifte Z| und Z,:

Zy = 28ULT2D gy 2802 D) (7.15)
org orp
Die partiellen Ableitungen sind wie in (4.20) definiert. Da es sich um eine Zwangs-
bedingung handelt, tritt nur eine einzige Funktion A(¢) auf. Anschaulich wird dies
anhand folgender Beispiele klar:

1. Die Zwangsbedingung hingt tatsdchlich nur von einer Koordinate ab, etwa
g(ri,ra,t) = g(ry,t) = 0. Dannist Z; = A(t) grad; g(ry, t) (wie in (7.8))
und Z, = 0.

2. Die Zwangsbedingung wirkt unmittelbar zwischen den beiden Teilchen. So
konnte zum Beispiel durch

gri,ra, ) =g(ri—r2)=|ri—r2|=1=0 (7.16)

der Abstand der Teilchen festgelegt sein. Man betrachte dazu Abbildung 2.1
mit einer masselosen Stange zwischen den beiden Massenpunkten. In diesem
Fall ist die Gleichheit der A’s wegen des 3. Axioms notwendig, denn

Z| = —Z, erfordert Ay = Ay in Z; = A; grad; g (7.17)

Wegen der Abhéngigkeit von |r; — r;| sind die Gradienten entgegengesetzt
gleich groB.
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Die beiden Beispiele konnen mit der Aufteilung in duflere (erster Fall) und innere
(zweiter Fall) Krifte verglichen werden, die wir in Kapitel 4 eingefiihrt haben. Ei-
ne gegebene Zwangsbedingung kann aber auch eine Kombination dieser Félle sein,
denn die beiden Bedingungen g; = 0 und g» = 0 konnen immer durch zwei un-
abhingige Linearkombinationen a g + b g» = 0 ersetzt werden. Dies dndert nichts
am Satz der Gleichungen (7.14).

Die Form der Zwangskréfte wurde hier anhand von Beispielen plausibel ge-
macht. Die Lagrangegleichungen 1. Art stellen eine nichttriviale Verallgemeine-
rung der Newtonschen Axiome dar. Wie die Axiome selbst sind sie Grundgesetze,
die nicht bewiesen, sondern nur verifiziert oder falsifiziert werden konnen.

D’Alembert-Prinzip

Unser Vorgehen weicht hier und in Kapitel 9 von dem in vergleichbaren Darstellun-
gen ab; zur Orientierung des Lesers sei dies kurz erliutert. Ublicherweise werden
zunichst ,,virtuelle Verriickungen §r (oder allgemeiner §r;) eingefiihrt; dies sind
infinitesimale Anderungen des Ortsvektors r, die zu einem bestimmten Zeitpunkt
mit den Zwangsbedingungen vertréiglich sind. Anstelle der Aussage Z || grad g tritt
das ,,Prinzip der virtuellen Arbeit* Z - r = 0, oder allgemeiner Y Z; - 8r; = 0. Die
Projektion der Bewegungsgleichungen auf die virtuellen Verriickungen eliminiert
die Zwangskrifte und fiihrt so zum d’Alembert-Prinzip > (m; ¥; — F;) - dr; = 0.
Aus diesem Prinzip konnen dann die Lagrangegleichungen 1. und 2. Art abgeleitet
werden.

Diese Prinzipien (Prinzip der virtuellen Arbeit, d’ Alembert-Prinzip) haben ihre
besondere Bedeutung in der historischen Entwicklung der Mechanik. Die Verall-
gemeinerung der Newtonschen Axiome zu den Lagrangegleichungen kann jedoch
(wie hier und in Kapitel 9) direkter und einfacher erfolgen.

Erhaltungsgrofen

Wir diskutieren die Frage der Impuls-, Drehimpuls- und Energieerhaltung im Fall

von Zwangsbedingungen. Die moglichen Aussagen sind dadurch begrenzt, dass die

Zwangskrifte zunidchst meist unbekannt sind. Zwangsbedingungen verletzen zu-

dem oft die den Erhaltungssitzen zugrundeliegenden Symmetrien (Kapitel 11).
Fiir einen Massenpunkt gelten

%(mi‘) =F+7Z (7.18)
und ” J
E:E(mrxr):rx(F—}-Z) (7.19)

Beim Verschwinden der rechten Seite fiihren diese Gleichungen zur Impuls- und
Drehimpulserhaltung. So ist zum Beispiel fiir die Bewegung auf der horizontalen
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Tischplatte wegen Z = — F der Impuls erhalten. Wie in Kapitel 4 kann die Diskus-
sion leicht auf ein System aus N Massenpunkten iibertragen werden.

Zur Diskussion der Energieerhaltung multiplizieren wir die Bewegungsglei-
chungen in (7.14) mit x,, und summieren iiber n. Wir verwenden

3N qd 33N d
.. .2
Zmnxnxnza Z%xnzaT (7.20)
n=1 n=1
und setzen konservative Krifte F), voraus:
U . d
Z Fyiy = — Z o = g UG xaw) (7.21)
n=1 n=1
Damit erhalten wir aus (7.14)
d R 3N 9g
o .
E(TJFU):Z ZM o (7.22)
a=1 n=1
Die Losung x,(¢) muss die Zwangsbedingungen g (x1,...., x35, 1) = 0 erfiillen.

Dann muss auch die totale Zeitableitung der Bedingung g, = 0 verschwinden:

3N ag ag
o . o

%8 _ 723

2 ox, (7.23)

n=1

Die Kombination der letzten beiden Gleichungen ergibt

d Bga
o (T +U) Z A (7.24)

o=

Damit gilt der Energiesatz in der Form:

Krifte konservativ und Zwangs- } s T4U = const (7.25)

bedingungen zeitunabhingig

Fiir das ebene Pendel in Figur 7.1 gilt dieser Erhaltungssatz, weil die Schwerkraft
konservativ ist und weil (7.1) nicht explizit von der Zeit abhingt. Wiirde man dage-
gen die Fadenlidnge zeitabhéngig dndern (7.6), so wiirde dies dem System von auflen
Energie zu- oder abfiihren; hierdurch kann man das Pendel etwa zu Schwingungen
anregen.



8 Anwendungen |

Wir geben das allgemeine Verfahren zur Losung der Lagrangegleichungen 1. Art
an. Dieses Verfahren wird auf folgende Beispiele angewendet: Die schiefe Ebene,
den Massenpunkt auf der rotierenden Stange und die Atwoodsche Fallmaschine.

Allgemeines Vorgehen

Die Lagrangegleichungen 1. Art lauten:

R
.. 08 (X1,..., X3N, 1)
My iin = Fat Y ha “a—xn (n=1,2,..3N) S

a=1

8alxr, ..., x3n, 1) =0 (¢=1,2,...,R)
Ihre Anwendung auf konkrete Probleme kann man in folgende Schritte gliedern:

1. Formulierung der Zwangsbedingungen
2. Aufstellung der Lagrangegleichungen
3. Elimination der X,

4. Losung der Bewegungsgleichungen

5. Bestimmung der Integrationskonstanten

6. Bestimmung der Zwangskrifte.

Hieran schlief3t sich eine eventuelle Diskussion der Losung (graphische Darstellung
der Losung, physikalische Bedeutung der Zwangskrifte, Erhaltungsgroflen) an.

Die Punkte 1 und 2 wurden im letzten Kapitel in Beispielen und allgemein un-
tersucht. Im dritten Schritt werden die A, als Funktion der (noch unbekannten) x,,
und X, ausgedriickt und in die Bewegungsgleichungen eingesetzt. Die resultieren-
den Bewegungsgleichungen sind dann zu 16sen (Punkt 4 und 5). Die Zwangskrifte
(Punkt 6) konnen aus den A, aus Punkt 3, den g, und der tatsichlichen Losung
X, (1) bestimmt werden.

Das Verfahren zur Elimination der A, ist folgendes: Man bildet die zweifache
totale Zeitableitung der Zwangsbedingungen:

d’ga
dr?

3N

08a .. )

=0 — Y ax‘: ¥p=Gox,%, 1) (@¢=1,...,R) (8.2)
=1

56
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Wesentlich hieran ist, dass die zweiten Ableitungen X, nur linear vorkommen. Alle
anderen Terme werden zu G4 (x, X, t) zusammengefasst. Sie hdngen nur von

X = (X1,.00y X3N), X = (X1,..., X35) (8.3)

und ¢ ab; diese Kurznotation fiir die Argumente werden wir im Folgenden hiufig
verwenden. Fiir die X, in (8.2) setzen wir nun die Bewegungsgleichungen, also die
erste Zeile von (8.1) ein:

3N R

> D (it D00 ) =G w4
ﬁ:l

ox,  my axy

n=1
Hierbei haben wir in der Notation angegeben, dass auch die gegebenen Krifte F,
von x, X und 7 abhdngen konnen. Wie man sieht, ist (8.4) ein lineares, inhomogenes
Gleichungssystem fiir die unbekannten GroBlen A, ; die Koeffizienten konnen von
x, x und ¢ (nicht aber von X) abhingen. Die Anzahl R der Gleichungen ist gleich
derjenigen der Unbekannten, so dass wir daraus die A, in der Form

Aoy = Ag(x, X, 1) (¢=1,...,R) (8.5)

bestimmen konnen. Die eigentliche Losung A, (¢) ergibt sich hieraus spéter durch
Einsetzen der Losung x, (). Die A, aus (8.5) bestimmen die Zwangskrifte:

, —ik . 0ga(x, 1)
n = a(x,x,t) T (86)

a=1 n

In den Bewegungsgleichungen

miy = Fy(x,x,1) + Zy(x, X, 1) (8.7)

stehen jetzt auf der rechten Seite bekannte Funktionen von x, x und ¢. Damit ist
das Problem auf eine Form gebracht, die wir bereits im Rahmen der Newton-
schen Mechanik (Teil I) betrachtet haben. Der Losung (Punkt 4) der Bewegungs-
gleichungen (8.7) stehen daher keine grundsétzlich neuen Probleme entgegen. Die
Integrationskonstanten werden durch die Anfangsbedingungen und die Zwangsbe-
dingungen festgelegt. Durch Einsetzen dieser Losung in (8.6) konnen die Zwangs-
krifte Z,,(t) = Z,(x(t), x(t), t) berechnet werden (Punkt 6).
Wir wenden das angegebene Losungsverfahren auf drei Beispiele an.

Schiefe Ebene

Wir betrachten das reibungsfreie Gleiten eines Korpers auf einer schiefen Ebene,
Abbildung 8.1. Die Losung dieser sehr einfachen Aufgabe kann natiirlich direkt
ohne den hier aufgestellten Formalismus erfolgen. In diesem Beispiel konnen wir
jedoch bei groitmoglicher Einfachheit den systematischen Weg bei der Losung der
Lagrangegleichungen 1. Art studieren.
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<
s
\z
mg . R .
Abbildung 8.1 Ein Korper gleitet
o im Schwerefeld reibungsfrei auf ei-
X ner schiefen Ebene.
Formulierung der Zwangsbedingungen:

gi(r,t) =xsinae —zcosa =0, gr,t)y=y=0 (8.8)

Lagrangegleichungen 1. Art: Wir schreiben die Gleichungen
mi =—mge;+ A grad g + A grad g» 8.9)
zweckmifig in Komponenten an:
mx =M\ sina, my =»xip, mzi=—Ajcoso —mg (8.10)
Elimination von A1 und Ay: Das zweimalige Differenzieren von (8.8) ergibt
Xsina —Zcosea =0 und ¥y =0 (8.11)

Nach dem angegebenen Verfahren sind hierin die zweiten Ableitungen aus (8.10)
einzusetzen:

Al sinzot—f—)q cos2a+mgcosa:0, M =0 (8.12)

Dies ergibt
Al =—mgcosa, =0 (8.13)

Hier sind A1 und A also Konstanten; im Allgemeinen liefert dieses Verfahren die
Ao lediglich als Funktionen von x, y, z, X, y, z und t. Wir setzen die 1, in die
Bewegungsgleichungen (8.10) ein,

mi=—mgsinacosa, my=0, mi=—mgsin’a (8.14)

Losung der Bewegungsgleichung: Die allgemeine Losung von (8.14) lautet

1,

x(t) = —zgt sinaecosa + ajt+ar

y@) = bit+ b (8.15)
1 .

z(t) = —Egt2 sina + cit+c
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Bestimmung der Integrationskonstanten: Die Integrationskonstanten sind so zu be-
stimmen, dass die Zwangsbedingungen und die Anfangsbedingungen erfiillt sind.
Wir berticksichtigen zunichst die Zwangsbedingungen (8.8),

(a; sina — ¢y cosa) t + (ap sina — ¢y cosa) =0, bit+by=0 (8.16)
Da dies fiir beliebige Werte von ¢ erfiillt sein muss, gilt

ay sine —cjcosa =0, b1 =0
. 8.17)
aysina — ¢y cosa =0, by =0

Damit sind nur noch zwei der urspriinglich sechs Konstanten in (8.15) offen. Durch

a; = vp cos«o , c1 = vg Sina
. (8.18)
aj) = Sp coso, Cy) = §o SIno

wird (8.17) gelost; fiir die beiden noch offenen Konstanten haben wir die Grof3en
so und vg eingefiihrt. Die allgemeine, mit den Zwangsbedingungen vertréigliche Lo-
sung lautet somit

x(t) = s(t) cosa |
y(t) =0 mit (1) = — 5 gt sina 4+ vo 1 + so (8.19)
z(t) = s(t) sina

Die beiden verbliebenen Integrationskonstanten konnen durch Anfangsbedingun-
gen festgelegt werden.
Bestimmung der Zwangskraft: In

Z = A grad g1 + Ay grad g2 (8.20)
setzen wir die A, aus (8.13), die g, aus (8.8) und die Losung r(¢) ein. Dies ergibt
Z=—mgsina cos«a ex+mgcos2a e, |Z| =mg cosa (8.21)

Diese Zwangskraft kompensiert gerade die zur schiefen Ebene senkrechte Kompo-
nente der Schwerkraft.
Diskussion der Losung: Das Teilchen bewegt sich ldngs der in Abbildung 8.1 ein-
gezeichneten s-Achse mit s(r) = —gt?sina/2 + vot + so. Dies entspricht der
Bewegungsgleichung

ms(t) = —mgsinau (8.22)

die man folgendermafen verstehen kann: Man denkt sich die Kraft F = m g zer-
legt in eine Komponente senkrecht zur schiefen Ebene (Betrag m g cos«) und ei-
ne Komponente parallel dazu (Betrag m g sin ). Die senkrechte Komponente wird
durch die Zwangskraft A; grad g; aufgehoben. Die parallele Komponente fiihrt zur
Bewegung gemif (8.22).
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Die Kraft F = m g ist konservativ; sie ergibt sich aus dem Potenzial U = m gz.
AuBerdem sind die Zwangsbedingungen (8.8) zeitunabhingig. Daher gilt Energie-
erhaltung:

m ., m ., .
T+U=Er —|—mgz=5s 4+ m gssina = const. (8.23)

Diese Differenzialgleichung 1. Ordnung konnte bei der Losung verwendet werden;
bei der Formulierung mit s(#) kann sie die Bewegungsgleichung vollstindig erset-
zen.

Beschrinkung auf eine Ebene

Bei der Beschrinkung auf eine Ebene (etwa z = 0 in (7.1) oder Abbildung 7.2)
kompensiert die Zwangskraft gerade die zur Ebene senkrechte Komponente der
sonstigen Krifte. In diesem Fall kann die Bewegung in dieser Richtung (also in
z-Richtung bei der Zwangsbedingung z = 0) von vornherein auller Betracht blei-
ben. Wir zeigen dies formal fiir den allgemeinen Fall (8.1). Fiir ein bestimmtes n
gelte die Zwangsbedingung

g1(xX1,., X35, 1) =Xy —a =0 (8.24)

Wir bezeichnen diese Bedingung willkiirlich als die erste. Dann gilt fiir dieses n die
Bewegungsgleichung

08
axy,

R
My Fy = Fy+21+ Y ke (8.25)
a=2

Zweimaliges Differenzieren der Bedingung (8.24) ergibt X, = 0. Hierin sind die
Bewegungsgleichungen (8.25) einzusetzen:

084
0x,

R
O0=Fot+ri+ ) I (8.26)

a=2

Nach dem allgemeinen Verfahren sind die hieraus zu bestimmenden X, in (8.25)
einzusetzen. Dies ergibt

mpyx, =0 — x,=A+Bt (8.27)

Die Konstanten der Losung sind in Ubereinstimmung mit der Zwangsbedingung zu
bestimmen, also A = a und B = 0.

Da X1 in den anderen Bewegungsgleichungen nicht auftritt, kann das Verfahren
dadurch abgekiirzt werden, dass man die Koordinate x;,, von vornherein weglasst:
Bei einer Zwangsbedingung der Art x,, = const. betrachtet man nur die 3N — 1
Bewegungsgleichungen fiir die x; s »(¢) und die R—1 anderen Zwangsbedingungen.
Dies gilt entsprechend, wenn es mehrere Zwangsbedingungen der Art x,, = const.
gibt.
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Massenpunkt auf rotierender Stange

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich lidngs einer Stange bewegen kann (Ab-
bildung 8.2); man stelle sich etwa eine Kugel mit einer Bohrung vor, in die die
Stange passt. Die Stange rotiere mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w.
Aufler den dadurch bedingten Zwangskriften sollen keine anderen Krifte wirken;
insbesondere soll die Masse reibungsfrei auf der Stange gleiten.

Wie im letzten Abschnitt diskutiert, konnen wir die Gleichung fiir die z-Bewe-
gung von vornherein ignorieren. Wir betrachten daher nur noch die Bewegung fiir
x(t) und y(¢) mit der einen Zwangsbedingung

g:arctanX —wt=¢—wt=0 (8.28)
X

Die gegebene Anordnung legt es nahe, durch x = p cos¢ und y = p sin ¢ Polar-
koordinaten einzufiihren. Die Lagrangegleichungen 1. Art schreiben wir in der
Form (7.9) an

mi = \grad g (8.29)
Der Bahnvektor liegt in der x-y-Ebene, r = x(¢) ex + y(t) ey, = p(?) €,. Mit dem
Gradientenoperator in Polarkoordinaten

1a
— te, —— (8.30)

konnen wir die rechte Seite von (8.29) auswerten. Fiir den Bahnvektor r ist die
Beschleunigung # durch (1.14) gegeben. Damit lauten die beiden Komponenten
von (8.29)

mp—mpg*=0, mp+2mpg =" (8.31)
Wir differenzieren die Zwangsbedingung (8.28) zweimal nach der Zeit,
P (8.32)
ar YT '
Hierin setzen wir ¢ aus den Bewegungsgleichungen ein und erhalten
A=2mpp¢=2nrp,p,p) (8.33)
y
m
¢ =wt Abbildung 8.2 Ein Massenpunkt bewege
sich ldngs einer Stange, die mit vorgegebe-

X ner Winkelgeschwindigkeit w rotiert.
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Dies ist noch nicht die Losung A(z), sondern lediglich die funktionale Abhéngig-
keit von A von den Koordinaten und Geschwindigkeiten. Wir setzen dieses A in die
Bewegungsgleichungen (8.31) ein,

mp—mp@>=0, mpg =0 (8.34)

Wir merken an, dass p(#) = 0 eine triviale (instabile) Losung dieser Bewegungs-
gleichung ist. Fiir p /-0 wird die zweite Gleichung zu ¢ = 0. Ihre Integration ergibt
¢ = At + B. Die Integrationskonstanten sind so festzulegen, dass die Zwangsbe-
dingungen erfiillt sind, also

o) = wt (8.35)

Dies folgt auch direkt aus der Zwangsbedingung. Die verbleibende Differenzial-
gleichung lautet
p) = w’p(0) =0 (8.36)

Dieses Ergebnis kann als eindimensionale Bewegung in p-Richtung unter dem Ein-
fluss der Zentrifugalkraft F, = m w?p verstanden werden.

Die Bewegungsgleichung (8.36) ist eine lineare homogene Differenzialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten. Der Losungsansatz lautet daher p(f)
exp(k t). Dies fiihrt zu k2 — w? = 0 und zur allgemeinen Losung

p(t) = Aexp(wt) + B exp(—wt) (8.37)

Die Konstanten A und B werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Im
Allgemeinen wird die Masse mit exponentiell wachsender Geschwindigkeit nach
aullen weggeschleudert. Dies gilt nur dann nicht, wenn die Anfangsbedingungen
gerade so gewihlt werden, dass p(t) = B exp(—wt).

Wir berechnen noch die Zwangskraft:

Z=)gradg=2mpwey, = 2maw’ ey [A exp(wt) — B exp(—a)t)] (8.38)

Auf die Stange wirkt die entgegengesetzte Kraft —Z. Fiir A /=0 wichst |Z| expo-
nentiell an. Eine reale Stange wird sich daher verbiegen und brechen.

Die Energie E = T = m #? ist nicht erhalten, weil die Zwangsbedingung expli-
zit von der Zeit abhéngt.

Atwoodsche Fallmaschine

Als letztes Beispiel betrachten wir eine masselose Rolle (Radius R), liber die zwei
Massen miteinander verbunden sind, Abbildung 8.3. Auf die Massen wirke das
Schwerefeld. Fiir die 6 kartesischen Koordinaten xj, yi, z1, x2, y2 und z gelten
5 Zwangsbedingungen:

yv=—-R, z1=0, y»=R, z22=0 (8.39)
gx1,x) =x1+x2—-1=0 (8.40)
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\ 21+ Z»

1N

I
Z
mo Abbildung 8.3 Atwoodsche Fallmaschine:

mi Zwei Massen im Schwerefeld sind iiber ein
X Seil miteinander verbunden.

Dabei ist/ = L — R durch die Seillidnge L festgelegt. Die ersten vier Bedingungen
ergeben verschwindende Zwangskrifte und triviale Losungen der Bewegungsglei-
chungen. Wir betrachten daher nur die Bewegungsgleichungen fiir x; und x, mit
der Zwangsbedingung (8.40):

mpXy=mp g+, mo Xy =mpyg+ X (8.41)

Die zweimalige Differenziation der Zwangsbedingung (8.40) ergibt X; + X, = 0.
Hierin setzen wir die Bewegungsgleichungen (8.41) ein:
A mimyp

A
g+—+g+—=0, A=-28 ——
mj my my +my

(8.42)

Die Zwangskrifte auf die beiden Massen sind gleich, Z; = Z, = X e,. Die Achse
der Welle muss dann die Kraft Z+Z, aufnehmen. Firm| =my =mist Z1+7Z, =
—2m g gleich dem Gewicht der beiden Massen. Fiir m| /=m> ist die Kraft auf
die Welle dagegen kleiner als (m| + m2) g, weil ein Teil der Gewichtskrifte zur
Beschleunigung der Massen dient. Wir setzen A aus (8.42) in (8.41) ein:

(my +mz) Xy = (my —m2) g (8.43)
Die Losung dieser Gleichung lautet

2
X = MM 8T L e (8.44)
mp+my 2
Die Summe der Massen geht als trige Masse ein, die Differenz als schwere Masse.
Die Energie E =T + U = ml)'clz/Z + mz)'c22/2 — my1gx] — mpg Xy ist konstant,
weil die Kriifte konservativ sind und weil die Zwangsbedingung nicht explizit von
der Zeit abhéngt.
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Aufgaben
8.1 Massenpunkt auf Kurve im Schwerefeld

Teil I Lagrangeformalismus

In der vertikalen z-x-Ebene gleitet ein Massenpunkt reibungsfrei auf der Kurve z =
f(x). Auf den Massenpunkt wirkt die Schwerkraft F = —m ge;. Stellen Sie die

Lagrangegleichungen 1. Art auf.

8.2 Massenpunkt auf Kugeloberfliche

Ein Massenpunkt liegt im Schwerefeld auf dem
obersten Punkt einer Kugel. Er beginnt dort rei-
bungsfrei herunter zu gleiten. An welcher Stelle
hebt er von der Kugel ab? Verwenden Sie den
Energieerhaltungssatz.

8.3 Hantel auf konzentrischen Kreisen

Zwei Massenpunkte (m; = my = m) konnen sich
reibungsfrei auf zwei konzentrischen Kreisen (Ra-
dien r und R) bewegen. Die beiden Massenpunkte
sind durch eine masselose Stange der Lange L ver-
bunden; es gelte R —r < L < R + r. Auf die
Massen wirke die Erdbeschleunigung g = —ge,.

Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art auf. Be-
stimmen Sie die Gleichgewichtslage der Massen
zum einen aus den Lagrangegleichungen und zum
anderen aus der Bedingung Upoy = m (y1 + y2) =

minimal.

8.4 Beschleunigte schiefe Ebene

Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei auf ei-
ner schiefen Ebene, die in x-Richtung be-
schleunigt wird, a(r) = bt*/2. Die Nei-
gung « der schiefen Ebene ist konstant. Stellen
Sie die Zwangsbedingung und die Lagrange-
gleichungen 1. Art auf. Losen Sie die Be-
wegungsgleichungen und bestimmen Sie die
Zwangskrifte.

y lg
mi
X
ny
ig
m
o X
S
a(t)
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Vielfach ist man an der Berechnung der Zwangskrifte nicht interessiert. Dann ist
es wesentlich bequemer, eine Formulierung zu wéhlen, bei der die Zwangskritte
aus den Bewegungsgleichungen eliminiert werden. Dies fiihrt zu den Lagrange-
gleichungen 2. Art.

Verallgemeinerte Koordinaten

Wir gehen von den Lagrangegleichungen 1. Art fiir N Massenpunkte aus,

3 yeeey 1t
9abrt XN 1)y Ay

R
¥, = F A
e = Fut ) da 0x, 9.1)

a=1

galx1, ..., x3n,1) =0 (@=1,2,..., R)
Bei R Zwangsbedingungen sind nur
f=3N—-R (Anzahl der Freiheitsgrade) 9.2)

der 3N kartesischen Koordinaten voneinander unabhiingig. Wir nennen dies die
Anzahl der Freiheitsgrade des Systems, denn durch Angabe von f Zahlen kann die
momentane rdumliche Lage des Systems aus N Massenpunkten festgelegt werden.
Der entscheidende Schritt besteht nun in der Wahl von f geeigneten verallgemei-
nerten Koordinaten

qi, q2, -, 45 (verallgemeinerte Koordinaten) 9.3)

Synonym hierzu wird auch die Bezeichnung generalisierte Koordinaten verwendet.
Die Wahl der neuen Koordinaten ist so zu treffen, dass die g; die Lage aller Massen-
punkte festlegen,

Xn = Xxn(q1, 925, qf, 1) n=1,2,...,3N) 9.4)
und dass die Zwangsbedingungen fiir beliebige Werte der ¢; erfiillt sind:

ga(x1(q1s-, g5, 1), ..., x38(q1,.., g7, 1), 1) =0 fiir beliebige ¢; 9.5)
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I Abbildung 9.1 Fiir das ebene Doppelpendel
: o werden die Winkel ¢; und ¢, als generalisierte
Koordinaten eingefiihrt.

Wir geben einige Beispiele an:

e Fiir das ebene Pendel mit variabler Lénge /() wihlen wir den Winkel ¢ als
verallgemeinerte Koordinate (Abbildung 7.1). Die verallgemeinerte Koordi-
nate ¢ legt alle drei kartesischen Koordinaten fest:

x = x(p,t) = I(t)sing
y = yl@.1) = —l({t)cosp, 9.6)
Die Zwangsbedingungen (7.1) sind hierdurch automatisch erfiillt. So gilt ins-
besondere
gx(p, 1), Y@, 0, 2@, 0,0 = x(@. 0> + (9,07 —1(1)°
PPcosp+1?sinffg—1>=0 (9.7)

Die Zwangsbedingungen sind fiir jeden Wert von ¢ erfiillt; sie stellen keine
Einschrinkung fiir die ¢-Bewegung dar.

e Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Kugeloberfliche (Radius R). Die
Bahn unterliegt daher der Zwangsbedingung

gx,y, ) =x"+y'+77—R*=0 9.8)
Als verallgemeinerte Koordinaten wihlen wir die Winkel 6 und ¢:

= x(0,¢) = Rsinb cos¢
y(@,¢) = R sinf sing 9.9)
7(0,¢) = Rcosb

Z

Hier ist R ein Parameter und keine Koordinate. Wieder ist die Zwangsbedin-
gung (9.8) fiir beliebige Werte von 6 und ¢ erfiillt.
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e Fiir das ebene Doppelpendel, Abbildung 9.1, wihlen wir als verallgemeinerte
Koordinaten die Winkel ¢ und ¢:

x1 = l; singy xo = Iy sing) + [ singy
y1 = —lj cos¢y yo = —ljcosg; — [y cos g (9.10)
z1 =0 22=0

Es ist klar, dass damit die (hier nicht explizit angeschriebenen) Zwangsbedin-
gungen erfiillt sind.

Elimination der Zwangskréfte

Die verallgemeinerten Koordinaten wurden so gewihlt, dass die Zwangsbedingun-
gen fiir sie keine Einschrinkung darstellen. Daher unterliegt die ¢; (¢) -Bewegung
keinen Zwangskriften; dies zeigt auch die folgende formale Ableitung.

Die g4 in (9.5) hidngen nicht von den ¢; ab; denn die Bedingungen g, = 0 sind ja
fiir beliebige g;-Werte erfiillt. Als Beispiel hierzu betrachte man die ¢-Abhingigkeit
von g in (9.7). Die Unabhingigkeit von ¢; bedeutet, dass die totale Ableitung der
g« 1n (9.5) nach den ¢; verschwindet:

3N

dgy 08y 0xp
22 =0, also =0 k=1,2,...., ) 9.11)
dqx Z 0x, 0q

n=1

Hiermit eliminieren wir die Zwangskrifte: Wir multiplizieren (9.1) mit dx,/dqx
und summieren iiber n. Dies ergibt

3N

Z .. 0xy, X
my Xp
= 9qk

0xy,
=S FE T k=120 ) 9.12)
n=1 aqk

In diesen Gleichungen steht x,, fiir x,(q1, g2,.., gr, t); dies gilt auch fiir die Argu-
mente von F, = F,(x, x, t). Diese Gleichungen stellen daher f Bewegungsglei-
chungen fiir die f Funktionen g, (¢) dar. Zwangskrifte treten hierin nicht mehr auf;
es miissen auch keine Zwangsbedingungen mehr beriicksichtigt werden.

Lagrangefunktion

Wir bringen (9.12) in eine Form, die fiir praktische Anwendungen besonders gut
geeignet ist. Die resultierenden Gleichungen sind die Lagrangegleichungen 2. Art.
Fiir die Argumente von Funktionen verwenden wir die Kurznotation

'x = ('xli"'9x3N)7 'x. = (xlﬁ"'i'x"':;N)
) ) ) (9.13)
q = (q1,---, q5), q = (q1,---, 45)
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Die ¢; werden als verallgemeinerte (oder generalisierte) Geschwindigkeit bezeich-
net. Wir leiten die Transformationsgleichungen (9.4)

xn =xn(q,t)=xn(q1, q25"5 Qﬂt) (n: 1527"'53N) (9'14)

nach der Zeit ab,

L xa(g ) . xu(q. 1)
E qr +
gk at

. d . .
xn:_xn(Q7t)= = Xn(q,q,l) (915)

dt k=1

Hierdurch wird x,, als Funktion von ¢, ¢ und ¢ definiert. Fiir diese Funktion gilt
93n(q, 4. 1) _ dxn(g, 1)
dqk 94

Aus Newtons Axiomen folgte die Form der kinetischen Energie in kartesischen
Koordinaten:

(9.16)

. my
T=T@) =) > %2 9.17)
n=1
Hierin setzen wir x,,(¢, ¢, t) aus (9.15) ein:
! f
T=T(.¢0= Y mw@0didq+ Y bulg,0g+clg.t)  (9.18)
i,k=1 k=1

Da X, linear in den ¢y ist, ist die kinetische Energie maximal quadratisch in den g.
Die sich beim Einsetzen ergebenden Koeffizienten haben wir mit m;x(q, t), bk (q, t)
und c(q, t) bezeichnet; dabei wird m;; = my; gesetzt. Durch (9.18) ist die kineti-
sche Energie als Funktion der ¢ und ¢ gegeben.

Die GroBen T in (9.17) und (9.18) sind verschiedene Funktionen der Argumen-
te; vom mathematischen Standpunkt aus sollte man daher verschiedene Symbole
(etwa T und T*) benutzen. Da T aber dieselbe physikalische Grofie bezeichnet (die
kinetische Energie), verwendet man in der Physik iiblicherweise denselben Buch-
staben. Wir stellen hier durch die Notation, 7 (x) oder T'(q, ¢, t), klar, welche ma-
thematische Funktion gemeint ist.

Wenn die x,(q, t) nicht explizit von der Zeit abhingen, wird (9.15) zu x,, =
> 1 (8x,/9qk) gi. Damit reduziert sich (9.18) auf

f
Tr=T(q.,q) = Z mik(q) giqr  (falls 9x,/91 = 0) 9.19)
i k=1
Die folgenden Ableitungen setzen diese spezielle Form nicht voraus. Aus 7 =
> my %2/2 folgen

. 3N .

aT(q,q,1) . 0Xp

_— = — 9.20
i > my S0 (9.20)

n=1
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und
. 3N . 3N
3T(q, q, t) . axn (9.16) . axn
—_— = My X — = my X, —— 9.21)
8qk ; n+n 8qk ,; n+n 8qk
Wir leiten (9.21) nach der Zeit ab:
3N 3N .
d oT . 0xp . 0xy
— — = m,x, — + my X, — (922)
dt 9qk V; " dgu y; " dgu

Im letzten Term haben wir d /dt und d/9d¢q; vertauscht, was lediglich die Vertausch-
barkeit der partiellen Ableitungen voraussetzt:

f 2 2 f
d 0x, 0°x, . 07X, d 0x, . 0xp d dxy,
- = Z q1 + = Z q1 + =—
dr 9qr = 9q19qk tdge  dqi \ f= O at dqi dt
(9.23)
Durch W
0xy
Ok = Fu (9.24)
nX::l 9qk

definieren wir die verallgemeinerten Krdfte Q. Wir setzen nun (9.22) mit (9.20)
und (9.24) in die Bewegungsgleichungen (9.12) ein:

i or or _ k=1,2 9.25
dt(aqk)—a—%—gk k=12 ) 9.25)

Wir beschrianken uns zunichst auf Krifte F),, die durch ein Potenzial dargestellt

werden konnen:
U (x)

0xp

F, = (9.26)

In U (x) setzen wir die Transformation x, = x,(g, t) ein und erhalten

Ulg,1) =U(q1,-... g5, 1) = U(x1(q, 1),.... Xn(q. 1)) 9.27)

Die Verwendung desselben Buchstabens U fiir die verschiedenen Funktionen U (x)
und U(q, t) erfolgt im selben Sinn wie bei der kinetischen Energie 7. Die verallge-
meinerten Krifte konnen nun als Ableitung von U (g, t) geschrieben werden:

3N 3N
0xp oU (x) 0xy dU(q, 1)
O = E F, = — E =———° (9.28)
— " dqr o 0xn Ok qx

Diese Relation macht die Bezeichnung ,,verallgemeinerte Kraft” plausibel. Unter
Beriicksichtigung von 0U /dg; = 0 kénnen wir (9.25) in
d o(T-U) aT-U)

9.29
dt gk gk ( )
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umformen. Fiir geschwindigkeitsabhingige Potenziale ist (9.29) dquivalent zu
(9.25), falls ) )
oU(g,q.1)  d dU(g,q,1)

; (9.30)
9qk dt Gk

Ok =—

Fiir U = U(q, t) reduziert sich dies auf die bereits bekannte Form.
Wir fithren nun die Lagrangefunktion £ der nichtrelativistischen Mechanik ein,

L(q,q,t)=T(q,q,t) —Ul(q,1) Lagrangefunktion 9.31)

Sie wird als Differenz der kinetischen und potenziellen Energie definiert, wobei T’
und U als Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten anzuschreiben sind. Da
man verschiedene verallgemeinerte Koordinaten fiir ein bestimmtes System einfiih-
ren kann, liegt die Funktion £(q, ¢, t) nicht eindeutig fest. Wie wir spiter sehen
werden, sind auch Zusatzterme zu £ moglich, die die Bewegungsgleichungen nicht
dndern. Insofern ist /£ eine theoretische GroBe. Im Gegensatz dazu sind die kine-
tische Energie und die potenzielle Energie (bis auf eine Konstante) physikalische,
also messbare Grofen. Mit der Lagrangefunktion £ erhalten die Gleichungen (9.29)
ihre endgiiltige Gestalt:

Lagrangegleichungen 2. Art:

d 3L(g.q.1) _ 9L, q.1) k=1 P (9.32)
dt A - i =beeo

Diese Gleichungen stellen ein System von f Differenzialgleichungen 2. Ordnung
fiir die (verallgemeinerten) Bahnkurven g (z) dar. Die Lagrangegleichungen 2. Art
sind die bevorzugten Gleichungen zur Losung von Problemen der Mechanik. Dies
hat eine Reihe von Griinden:

1. Im Vergleich zu den Lagrangegleichungen 1. Art haben wir es mit nur f =
3N — R anstelle von 3N + R Gleichungen zu tun. Dies ist eine Vereinfachung,
bei der wir allerdings auf die Berechnung der Zwangskrifte verzichten.

2. Fiir komplexe Systeme ist die Aufstellung der Lagrangefunktion viel einfa-
cher als die Aufstellung der Bewegungsgleichungen selbst. Dies liegt vor al-
lem daran, dass die Lagrangefunktion eine einzige skalare GroBe ist. Es ist
im Allgemeinen viel einfacher, diese GroB3e aufzustellen als die Bewegungs-
gleichungen.

3. Die Lagrangefunktion ist im Allgemeinen eine besonders einfache Funkti-
on der in Frage kommenden Variablen. Dies ist ein wichtiger Gesichtspunkt,
wenn man neue physikalische Theorien (insbesondere Feldtheorien) entwi-
ckeln will.
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System und Systemzustand

Den Teil der Welt, den wir beschreiben wollen, nennen wir System. Dies kann zum
Beispiel ein Doppelpendel, das Sonnensystem oder ein Wasserstoffatom sein. Im
Rahmen der (Punkt-) Mechanik beschrianken wir uns auf Systeme aus Massenpunk-
ten.

Ein solches System bezieht sich immer auf einen extrem kleinen Ausschnitt
der Wirklichkeit. Wenn wir etwa die Bahn der Erde untersuchen, lassen wir ihre
Eigendrehung und alle sonstigen Vorgidnge auf der Erde auBler acht. Das System
,.»Sonne — Erde* wird dann durch das Modellsystem ,,Massenpunkt im Gravitations-
potenzial“ beschrieben. Dieses Beispiel zeigt, dass mit ,,extrem kleiner Ausschnitt*
nicht unbedingt die raumliche Ausdehnung gemeint ist; vielmehr werden nur weni-
ge Freiheitsgrade explizit behandelt. Das betrachtete System muss nicht abgeschlos-
sen sein; der Einfluss der Umgebung kann iiber vorgegebene Krifte beriicksichtigt
werden.

Welche Freiheitsgrade man explizit behandeln will, ist eine Frage der Zweck-
méifigkeit, der rechnerischen Moglichkeiten und der verfolgten Ziele. Ein mechani-
sches (Modell-) System wird jedenfalls durch die Wahl der verallgemeinerten Ko-
ordinaten und durch die Angabe der Lagrangefunktion definiert.

Die Lagrangegleichungen 2. Art sind Differenzialgleichungen 2. Ordnung fiir
die Koordinaten gi(¢), ..., qs(t). Die Losung wird durch Anfangsbedingungen
festgelegt, also 2 f Werte fiir ¢; (0) und g; (0). Diese Werte legen den Systemzustand
zur Zeit t = 0 fest. Die Lagrangegleichungen bestimmen dann den Systemzustand
zu spiiteren Zeiten, also die 2 f Werte qy,..., g7 und q1,..., g7 zur Zeit t.

Die Bemerkungen iiber physikalische Systeme gelten allgemein, die iiber den
Systemzustand fiir alle mechanischen Systeme (mit Modifikationen fiir kontinuier-
liche Medien, Teil VIII).

Erhaltungsgrofien

Die Lagrangefunktion £(qi,..., gf, q1,..., ¢, t) kann von den verallgemeinerten
Koordinaten und Geschwindigkeiten und von der Zeit abhidngen. In speziellen Fil-
len kann £ von einer oder mehreren Koordinaten oder von der Zeit unabhingig sein;
wir untersuchen hierfiir die Konsequenzen. Der Fall, dass £ von einem bestimmten
qr unabhingig ist, ist ohne Interesse; denn dann gibe es fiir diesen Freiheitsgrad
keine Dynamik.

Energieerhaltung
Unter Verwendung der Bewegungsgleichungen berechnen wir die Zeitableitungen

von Y (3+£/3¢k) gx und von L:

f f f
d d 8£ L
d oL d oL 9L . AL oL 0.33
i ¢ ‘]k E dr yh 8q 2% dk E 0 611<+E bax Gr (9.33)

k=1 k=1
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f f
dL oL oL oL
— = — g —g — 9.34
o ];aqkq”;aqkq’“raz (9.34)
Aus den letzten beiden Gleichungen erhalten wir
f
d oL oL
— — g — L )=—— 9.35
dt(lgaqqu ) ot ©-35)
Hieraus folgt der Erhaltungssatz:
r
oL — 0L
— =0 — gk — L= t. 9.36
o — ]; D qr cons ( )

Wenn Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeit abhéingen, dann gilt dies auch
fir (9.4), x, = x,(q), und die kinetische Energie ist von der Form (9.19), T =
> mix(q) §i gx- Wenn auBerdem U = U (g, r) nicht von den Geschwindigkeiten
abhingt, gilt

/ /

L . 9T(q,4) . : (xn = Xn(q) )
Y k=) —— @ =2T(@. 9.37
2% qr 2 dr 4.9 U=U@.10 9.37)

Dann wird der Erhaltungssatz (9.36) zum Energieerhaltungssatz:
aL/ot =0
Xn = xn(q)

Durch 0.£/9t = 0 wird U = U (q, t) auf U = U (g) eingeschrénkt.

} —> E =T+ U = const. (9.38)

Zyklische Koordinate

Falls eine verallgemeinerte Koordinate g nicht explizit in der Lagrangefunktion
vorkommt,
o’
Gk
nennt man diese Koordinate zyklisch. Aus den Lagrangegleichungen folgt dann so-
fort, dass der zugehorige verallgemeinerte Impuls py,

(9.39)

oL
Dk = Sar (verallgemeinerter Impuls) (9.40)
qk
erhalten ist:
oL
—~— =0 — pi=const 9.41)
94k

Ein triviales Beispiel hierfiir ist das freie Teilchen: Die Lagrangefunktion £ = T =
m#2 /2 hingt nicht von r ab, daher ist der Impuls p = m # zeitlich konstant.

Erhaltungssitze wie (9.36), (9.38) oder (9.41) sind von der Form Q(x, x, 1) =
const. Sie stellen damit Differenzialgleichungen 1. Ordnung dar, also erste Integra-
le der Bewegungsgleichungen. Sie konnen die Losung eines Problems wesentlich
erleichtern.
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Elektromagnetische Krifte

Bei der Ableitung der Lagrangegleichungen 2. Art haben wir ein Potenzial der Form
U (g, t) angenommen. Damit sind elektromagnetische und Reibungskrifte zunéchst
ausgeschlossen. Wir untersuchen jetzt, wie diese Krifte im Rahmen der Lagrange-
gleichungen 2. Art behandelt werden konnen.

Nach (9.30) konnen wir auch ein Potenzial U (g, ¢, t) zulassen, wenn die Krifte
Oy durch

oU d U
Op=——t— (942)
dqr  dt 9qi
dargestellt werden. Diese Verallgemeinerung von Qp = —oU/dg; geniigt, um

elektromagnetische Krifte mit einzuschlieen.
Die elektromagnetischen Felder E und B konnen durch das skalare und das
Vektorpotenzial, @ und A, ausgedriickt werden:

1 9A(r, 1)

E(r,t) = —grad®(r,t) —— (9.43)
c ot
B(r,t) = rot A(r,t) 9.44)
Fiir das Potenzial
Ur,i.t)=q @1 —L A, 1) - i (9.45)
C
ergeben sich die Krifte (9.42) zu (Aufgabe 9.3):
} 1

F=F(r,r,t)=Zlek=q(E(r,t)+ErxB(r,t)) (9.46)

k=1

Hierbei sind die g die kartesischen Koordinaten xi, x» und x3 des Ortsvektors
r =Y x; e;. Das Ergebnis ist die bekannte Lorentzkraft, die in der Elektrodynamik
niher untersucht und begriindet wird. Die (nichtrelativistische) Lagrangefunktion
fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld lautet damit:

LG 1) = % P2ogorn+ i Aw (9.47)
C

Reibungskrifte

Fiir eine realistische Beschreibung mechanischer Probleme kann die Einfiihrung
von Reibungskriften sinnvoll sein. In kartesischen Koordinaten koénnen solche
Krifte hidufig durch den Ansatz

Fdiss,n = —V¥n Xn (9.48)
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beschrieben werden. Diesen Kriften kann kein Potenzial zugeordnet werden. Wir
miissen daher zunéchst zu (9.12) zuriickgehen. Dort eingesetzt, fiihrt (9.48) zu den
verallgemeinerten, dissipativen Kriften

3N
0Xp

Qdiss.k = ; Faissn 5o (9.49)

Diese Krifte sind auf der rechten Seite von (9.25) hinzuzufiigen. Ein wesentlicher
Vorteil der Lagrangefunktion ist, dass das System durch eine einzige skalare Funk-
tion £L(g, g, t) beschrieben werden kann. Unter Zulassung eines Zusatzterms in den
Lagrangegleichungen kénnen wir eine entsprechende skalare Funktion auch fiir die
Reibungskrifte konstruieren. Wir definieren die Rayleighsche Dissipationsfunktion
D durch

3N 3N
. Yn . . Yn 1. . 2
D(x%) = —17x”2 und D(q,q,t):X_:l?[xn(q,q,t)] (9.50)

Die Funktion D(q, ¢, t) erhélt man durch Einsetzen von (9.15) in D(x). Mit (9.48)
und (9.50) konnen wir die verallgemeinerte Kraft Qi ¢ durch D ausdriicken:

3N 3N . .
0D 0x, (.16 oD 0x 0D(q,q,1)
Quissk = — Y n(z)—z il 9-51)
0% Ok 1 0% gk Gk

Durch die modifizierten Lagrangegleichungen

d oL 9L 9D _
dr dq;  dq;  dqi

0 (9.52)

konnen nun die Reibungskrifte beriicksichtigt werden.

Nach (3.19) ist —Fgiss - i gleich der von einem Teilchen abgegebenen Leis-
tung. Fiir die Reibungskraft Fgs = — y 7 wird dies zu y 2. In diesem Fall ist die
Rayleighsche Dissipationsfunktion gleich der halben vom System gegen die Rei-
bung abgegebenen Leistung.
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Aufgaben
9.1 Bewegung in kugelsymmetrischem Potenzial

Die Bewegung eines Teilchens in einem kugelsymmetrischen Potenzial U soll mit
Kugelkoordinaten beschrieben werden, also g = r, g2 = 0, g3 = ¢ und U =
U(r, t). Stellen Sie die Lagrangefunktion auf, und geben Sie eventuell vorhandene
zyklische Koordinaten und die zugehorigen Erhaltungsgrofen an.

9.2 Form der kinetischen Energie

Die kinetische Energie sei von der Form 7' = T (¢, ¢) = % Zi’k mir(q) gi Gr mit
M = Myg;. Zeigen Sie Zn qn (aT/aqn) =2T.

9.3 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Stellen Sie die Lagrangegleichungen fiir die Lagrangefunktion
. m ., q .
L(r,r,t) = S —a D(r,t)+—7-A(r,t)
¢
auf. Bringen Sie diese Gleichungen in die Form m # = F und zeigen Sie
".
F=q<E—|——xB> (9.53)
c
Verwenden Sie dabei E = —grad ® — (0A/dt)/c und B = rot A.
Durch E = Epe; und B = By e; ist ein homogenes, konstantes elektromagne-

tisches Feld gegeben. Berechnen und diskutieren Sie die Bahnkurve eines Teilchens
(Masse m, Ladung ¢) fiir die Anfangsbedingungen r(0) = 0 und 7(0) = vg ey.



10 Anwendungen II

Wir wenden die Lagrangegleichungen 2. Art auf alle Beispiele (schiefe Ebene,
Massenpunkt auf der rotierenden Stange, Atwoodsche Fallmaschine) an, fiir die
wir die Lagrangegleichungen 1. Art gelost haben. Anhand des Doppelpendels und
der krummlinigen Koordinaten wird demonstriert, dass der ,,Umweg® iiber die
Lagrangefunktion viel einfacher ist als das direkte Aufstellen der Bewegungsglei-
chungen. SchlieBlich untersuchen wir die Lagrangegleichungen 2. Art noch fiir ein
neues Beispiel (Massenpunkt auf einem Kreiszylinder).

Die Lagrangegleichungen 2. Art lauten:

d 0£4.4.0 _ 9£.4.1)

k=1,... 10.1
i g e ( veen ) (10.1)

Ihre Anwendung auf konkrete Probleme kann man in folgende Schritte gliedern:

1. Wahl der verallgemeinerten Koordinaten ¢ = (gi,..., ) und Angabe der
Transformation x, = x,(q, t) zu kartesischen Koordinaten

2. Bestimmung der Lagrangefunktion £(q, ¢, t)
3. Aufstellung der Bewegungsgleichungen
4. Bestimmung von Erhaltungsgrofien

5. Losung der Bewegungsgleichungen, eventuell unter Verwendung von Erhal-
tungsgrofen

6. Bestimmung der Integrationskonstanten
7. Diskussion der Losung.

Wir betrachten zunéchst die drei bereits in Kapitel 8 untersuchten Beispiele; da wir
hier die Losung bereits kennen und diskutiert haben, erfolgt dies in relativ knapper
Form. Danach heben wir die Vorteile der jetzigen Formulierung am Beispiel des
Doppelpendels und fiir krummlinige Koordinaten hervor. SchlieBlich behandeln wir
systematisch und ausfiihrlich ein neues Beispiel.

76
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Schiefe Ebene

Fiir die schiefe Ebene, Abbildung 8.1, wihlen wir die Weglinge s als verallgemei-
nerte Koordinate. Dann lautet die Transformation zu kartesischen Koordinaten

x=x(s)=scosa, y=y(s)=0, z=2z(s)=ssinx (10.2)

Aus T =m(x? 4+ y*+2%)/2 und U = mg z folgt
. m ., .
L(s,s) =T —-U = ES —mgs sina (10.3)

Die Lagrangegleichung
ms(t) =—mgsina (10.4)

ist leicht zu integrieren:
-
S(t)__it sina + vg t + Sg (10.5)

Da weder £ noch die Transformationen (10.2) explizit von der Zeit abhéngen, ist
die Energie erhalten:

E=T+U= %s'(t)z—f—mgs(t) sina = const. (10.6)

Da die Lagrangegleichung (10.4) trivial zu integrieren ist, bietet dieser Erhaltungs-
satz hier keinen praktischen Vorteil fiir die Losung.

Massenpunkt auf rotierender Stange

Fiir den Massenpunkt auf der rotierenden Stange, Abbildung 8.2, wihlen wir den
Abstand p zum Zentrum als verallgemeinerte Koordinate. Dann gilt

x=x(p,t) =pcos(wt), y=y(p,t)=psin(wt), z=0 (10.7)
Aus L=T = m()‘c2 + 392+ 22)/2 und U = 0 erhalten wir

. m .
Lp,p)=T —U == (p"+0"p?) (10.8)

Dies fiihrt zur Bewegungsgleichung
pt) = o p(1) (10.9)

Die Aufstellung der Lagrangegleichungen 2. Art ist wesentlich einfacher als die
der Lagrangegleichungen 1. Art (Kapitel 8). Die Losung von (10.9) wurde in (8.37)
angegeben.

Wegen d.L/dt = 0 gilt der Erhaltungssatz (9.36)

% p—L= % (6% — @*p?) = const. (10.10)
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Wegen dx,/dt # 0 ist dies nicht gleich der Energie. Die Energie
E=T+U=T= % (52 + p?) # const, (10.11)

ist trotz dL£/dt = 0 nicht erhalten. Die Erhaltungsgrée (10.10) konnte jedoch
in Analogie zum Energiesatz in der Form T, + Uefy = const. geschrieben werden,
wobei wir das effektive Potenzial

m m
Uer(p) = = 3 w’p? und T, = 5 02 (10.12)

eingefiihrt haben. Der Beitrag UL ist ein Teil der kinetischen Energie (in IS). Fiir
einen mitrotierenden Beobachter, der nur die p-Bewegung sieht, erscheint er dage-
gen wie die potenzielle Energie eines dufleren Kraftfelds.

Atwoodsche Fallmaschine

Die Atwoodsche Fallmaschine, Abbildung 8.3, ist ein System mit einem Freiheits-
grad g. Als verallgemeinerte Koordinate wihlen wir ¢ = x;. Dann ist die Trans-
formation zu den kartesischen Koordinaten durch

x1=¢q, xx=l—-q, y1=—-R, y»=R, z1=22=0 (10.13)

gegeben. Die kinetische Energie lautet

1
T =~
2

. . 1 .
(m1 21 4 ma o) = = (1 + m2) (10.14)
Die potenzielle Energie ist

U=—-migx —mygxy=g(my—mp)q + const. (10.15)

Die Konstante féllt in den Bewegungsgleichungen weg und kann daher gestrichen
werden. Somit ist

mi +my

> g> —g(my—mi)q (10.16)

L(g,q) =
Hieraus folgen die Lagrangegleichungen

(my+m2)G(t) = (my —mz)g (10.17)

in Ubereinstimmung mit (8.43).
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Doppelpendel

In den drei bisher diskutierten Beispielen konnte man die Bewegungsgleichungen
fiir die verallgemeinerten Koordinaten auch direkt aufstellen. Im nichsten Beispiel,
dem Doppelpendel in Abbildung 9.1, zeigt sich, dass der ,,Umweg* iiber die La-
grangefunktion eine wesentliche Vereinfachung mit sich bringt.

In (9.10) haben wir die Winkel ¢; und ¢, als geeignete verallgemeinerte Koor-
dinaten des Doppelpendels eingefiihrt:

x| =1 sing xy =1 sing) + I singy
y1 = —I1 cos ¢ yp = —l1 cos @) — I cos ¢y (10.18)
z1=0 22=0

Daraus folgt die kinetische Energie,

m m
To= S T () = (10.19)
mi . mj . . .o
= 71129012"‘7[1129012"‘122(0224'21112 cos(gp1 — ¢2) <ﬂ1§02]

Zusammen mit der potenziellen Energie U = m1 g y; + m2g y» erhalten wir

mi + my . my . ..
L = —5— 127+ EX 12 7 +mali b ¢1 92 cos(er — ¢2)

+ (my + my) glicos gy +myglrcosp (10.20)

Hiermit konnen die Bewegungsgleichungen (10.1) angeschrieben werden. Eine di-
rekte Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir ¢ () und ¢»(¢) ist in diesem
Fall bereits schwierig (dazu betrachte man etwa die ¢; ¢, —Terme). Unser Vorge-
hen besteht dagegen aus einfachen Schritten: Die Wahl der Koordinaten (10.18) ist
naheliegend und einfach, die Schritte zu (10.20) und den Bewegungsgleichungen
sind eindeutig festgelegt. Geht man nun etwa zum Dreifachpendel iiber, so ist der
hier aufgezeigte Weg ohne weiteres libertragbar (mit etwas Fleif3, aber ohne neue
Geistesblitze). Dies gilt nicht fiir eine direkte Konstruktion der Bewegungsgleichun-
gen aus Newtons Axiomen.

Fiir kleine Schwingungen des Doppelpendels sollen die Bewegungsgleichungen
in Aufgabe 10.1 gelost werden.

Krummlinige Koordinaten

Die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts soll in krummlinigen Koordinaten
aufgestellt werden. Diese Aufgabe lésst sich am einfachsten mit Hilfe der Lagrange-
funktion 16sen.
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Als verallgemeinerte Koordinaten wihlen wir die gewiinschten krummlinigen
Koordinaten (etwa Zylinder- oder Kugelkoordinaten). In diesem Fall ist (9.4) ein-
fach die Transformation zwischen den kartesischen und den krummlinigen Koordi-
naten. Die Anzahl der kartesischen Koordinaten ist gleich derjenigen der verallge-
meinerten (krummlinigen) Koordinaten; denn es gibt keine Zwangsbedingung. Die
Transformation zu beliebigen krummlinigen Koordinaten ist von der Form:

Xn = X,(q15--, gN) , n=1,.,N (10.21)
Dann ist
dn =3 P 4y (1022)
n = k .
1 9k
und
N NN o g N
ds* =Y (dx)?=). > aq’»l a—q: dgidgc = Y gik(q)dgidgi (10.23)
=1 n=1ik=1 1" ik=1

Dabei haben wir die Funktionen g;x(q) = Zn (0x,/9q;) (0x,/0qx) eingefiihrt.
Das Wegelement ds bestimmt die Abstinde zwischen verschiedenen Punkten des
Raums, also die Metrik des Raums. Die Gesamtheit der Grofen g;; heiflit daher
auch metrischer Tensor; der Begriff Tensor wird dabei allerdings in einem anderen
Sinn als in Teil V verwendet.

Wir betrachten nun speziell ein Teilchen, also N = 3 und (xq, x2,x3) =
(x, y, ). Wir beschridnken uns ferner auf orthogonale Koordinaten, die dadurch de-
finiert sind, dass der metrische Tensor von der Form g;x = h;(q) ;1 ist. Zu diesen
Koordinaten gehoren unter anderen die kartesischen Koordinaten, Kugelkoordina-
ten, Zylinderkoordinaten, elliptische oder hyperbolische Koordinaten. Fiir die ersten
drei Beispiele lautet das Quadrat des Wegelements:

N dx* +dy* +dz? (Kartes. K.)
ds? = Z gix(q)dqi dgy = 1 dp® + p? de?* + dz? (Zylinder-K.)
pE=t dr? +r2dg® + r? sin*0 d¢? (Kugel-K.)
(10.24)

Die Lagrangefunktion £ eines freien Teilchens folgt aus

3 3

) . m dx,\*  m ..
L(q,q)=T(q,q) = > E o) =3 8ik(q) qi G (10.25)
n=1 i, k=1

Fiir die in (10.24) aufgefiihrten Fille wird dies zu

% ()&2 + y'2 + 22) (Kartesische Koord.)
L£(q. ) = % (p2 + p2 ¢ + z'z) (Zylinderkoordinaten)  (10.26)

% (r'2 +r26% + r?sin®0 ¢2> (Kugelkoordinaten)
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Die Bewegungsgleichungen folgen aus

d 0L oL
4 9L _ 9L (10.27)
dt 3qr  Iqx

Das hier angegebene Verfahren ist viel einfacher als etwa die Ableitung (1.8)—
(1.14) fiir Polarkoordinaten. Bei der direkten Aufstellung der Bewegungsgleichung
muss die Ortsabhingigkeit der Basisvektoren beriicksichtigt werden. Dagegen ist
die Lagrangefunktion die skalare kinetische Energie, die (fiir beliebige Koordina-
ten) leicht zu bestimmen ist.

Massenpunkt auf einem Kreiskegel

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich im Schwerefeld reibungsfrei auf einem
Kreiskegel bewegt, Abbildung 10.1. Dies kann man sich etwa durch eine kleine Ku-
gel realisiert denken, die im Inneren eines kegelformigen Trichters rollt; dabei wird
die Rotationsenergie der Kugel vernachlissigt. Fiir dieses neue Beispiel geben wir
ausfiihrlich alle Schritte bis zur Losung an, die zu Beginn dieses Kapitels angegeben
wurden.
Wahl der verallgemeinerten Koordinaten: Das System unterliegt der Zwangs-
bedingung

g, y,2) =x>+y* - tan*a =0 (10.28)

Bei einer Zwangsbedingung und drei kartesischen Koordinaten sind zwei verallge-
meinerte Koordinaten zu wihlen. In Frage kommen etwa

.y, (2, (o), (p,¢) oder (z,¢) (10.29)

Besonders geeignet sind solche verallgemeinerten Koordinaten, die der Symmetrie
des Systems angepasst sind. In unserem Fall ist dies die Koordinate ¢, da das Pro-
blem symmetrisch beziiglich Rotationen um die z-Achse ist. Als zweite Koordinate

Abbildung 10.1 Im Schwerefeld gleitet ein
X Teilchen reibungsfrei auf einem Kreiskegel.
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wihlen wir r; gleichermaflen geeignet wiren p oder z. Damit lautet die Transfor-
mation zu kartesischen Koordinaten

x = x(r,¢) = r sinx cos¢
y = y(r,¢) = rsina sing (10.30)
z = z(r,¢) = r cosa

Man beachte, dass « ein Parameter und keine Koordinate ist.
Bestimmung der Lagrangefunktion: Aus den Transformationsgleichungen folgt

X = x(r,¢,F,¢) = F sina cos¢ —r sina sing ¢
y = y(r,¢,F,¢) = i sina sing +r sina cos¢ ¢ (10.31)
7z = z(F) = JFcosa

Die kinetische und die potenzielle Energie sind als Funktionen der verallgemeiner-
ten Koordinaten anzuschreiben:

T = g (x2+y-2+22) :% (r'2+r2¢32 sin’e ) (10.32)
U = mgz=mgrcosu (10.33)

Damit lautet die Lagrangefunktion
L, g)=T—-U= % <’;2 +r2¢? sin2a) —mgrcosa (10.34)

Aufstellung der Bewegungsgleichungen:
d oL 9L

T e = mi —mr¢*sin’a +mgcosa =0 (10.35)
d aL dL d 2
Eg—ﬁ = E(mr ¢ sin a)—O (10.36)

Erhaltungsgréfen: Die Lagrangefunktion .£(r, 7, ¢) hingt weder von ¢ noch von
t explizit ab. Die zur zyklischen Koordinate gehorende Erhaltungsgrofe ergibt sich
direkt aus der Bewegungsgleichung (10.36), sofern die Differenziation nach ¢ noch
nicht ausgefiihrt ist:

L=mr? qb sina = const. (10.37)

Diese Erhaltungsgrofe ist die z-Komponente des Drehimpulses. Thre Erhaltung

folgt aus der Invarianz des vorliegenden Problems gegeniiber Drehungen um die z-

Achse; hierfiir miissen das Potenzial und die Zwangsbedingung drehinvariant sein.
Aus 9L/dt = 0 und dx, /9t = 0 folgt die Erhaltung der Energie,

E=T+U-= % (r'2 +r2¢? sinza) + mgr cosa = const. (10.38)
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Ukt

r r r

Abbildung 10.2 Graphische Diskussion der Bewegung des Teilchens auf dem Kreiskegel
(Abbildung 10.1). Die Energie des Teilchens ist erhalten, £ = m #2/2 4 Ue(r) = const.
Die Gleichung E = U(r) hat zwei Losungen, 7, und r,. Die Energie m 72/2 > 0ist gleich

dem vertikalen Abstand zwischen der Horizontalen £ = const. und U, (r). Das Teilchen
oszilliert zwischen den Umkehrpunkten r; und r;.

Losung der Bewegungsgleichung: Jede ErhaltungsgroBe stellt ein erstes Integral der
Bewegungsgleichungen dar, kann also eine der Bewegungsgleichungen ersetzen. So
ersetzt (10.37) trivialerweise (10.36). Mit (10.37) eliminieren wir ¢ aus (10.38) und
erhalten

m 2 2

E= 5t Uetr(r) Ueit(r) = P72 sinta
Die beiden Gleichungen (10.37) und (10.39) sind Differenzialgleichungen 1. Ord-
nung. Sie konnen die Bewegungsgleichungen (10.35) und (10.36) (beides Differen-
zialgleichung 2. Ordnung) ersetzen.
Gleichung (10.39) ist dquivalent zu dem in (2.21) diskutierten Problem. Wie
dort 16sen wir nach dr/dt = f(r) auf und integrieren gemiB [ dt = [ dr/f(r),

t , r , m
dt=t—t=/dr [ 10.40
A =/, 2[E — Uett(r) ] (1040

Die Losung des Integrals ist eine Funktion # = 7(r) oder, nach r aufgelost, r = r(¢).
Als elliptisches Integral kann (10.40) allerdings nicht elementar gelost werden; es
konnte aber numerisch gelost werden. Aus der Losung r(¢) ergibt sich dann auch
¢ (t) durch die Integration von (10.37):

+mgrcosa (10.39)

¢ todr
o) —do = 2a/ ! (10.41)

m sin r(t'?

Integrationskonstanten: Fiir die vollstdndige Festlegung der Losung miissen die vier
Anfangsbedingungen

r(to) =ro, F(to) =ro, $(t0) =¢o, ¢t0) = o (10.42)
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zu irgendeiner Zeit fo gegeben sein. Die vier Integrationskonstanten der Losung
von (10.35) und (10.36) konnen durch die vier Zahlen ro, 7y, ¢o und ¢ festgelegt
werden. Anstelle dieser vier Gr6en haben wir in (10.40), (10.41) die GroéBen

L, E, ¢o, 1o (Integrationskonstanten) (10.43)

gewihlt. Mit jedem Erhaltungssatz wird eine Integrationskonstante eingefiihrt, da
der Erhaltungssatz ein erstes Integral der Bewegungsgleichung darstellt.
Diskussion der Losung: Auch ohne eine explizite Losung konnen wir die Form
moglicher Losungen mit Hilfe des Energiesatzes (10.39) diskutieren. Fiir £ # O ist
Uesr(r) von der Form a/ r2 4 br. Wie in Abbildung 10.2 skizziert, hat Ueg(r) also
ein Minimum und geht fiir  — 0 und r — oo gegen unendlich. Durch E und ¢
sind die beiden Umkehrpunkte r; und r, festgelegt, Abbildung 10.2. Die Losung
r(t) oszilliert zwischen r| und ry. Gleichzeitig erfolgt wegen ¢ # 0 eine Bewegung
in ¢-Richtung. Der Massenpunkt gleitet im Kegel auf einer Wellenlinie auf und
ab, die durch die Kreise bei z; = rjcosa und zo = rp cosa begrenzt ist. Diese
Wellenlinie ist im Allgemeinen nicht in sich geschlossen.
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10.1 Kleine Schwingungen des Doppelpendels

y

I
¥1

mj

Formulieren Sie die Zwangsbedingungen fiir
das ebene Doppelpendel, und fiihren Sie die
Winkel ¢ und ¢, als generalisierte Koordinaten
ein. Stellen Sie die Lagrangegleichungen auf.
Beschrinken Sie sich auf kleine Schwingungen
und l6sen Sie die Gleichungen mit dem Ansatz

po1(t)\ _ (@ .
(wz(t) ) = (az ) exp(iwt)
Diskutieren Sie die Losung fiir die folgenden

drei Fille: () m; <« my, (ii)) my > my und
(iil) my=my=m, I} =1, =1.

Zwei Punktmassen sind durch eine masse-
lose Stange der Linge L starr zu einer Han-
tel verbunden und konnen sich in der x-y-
Ebene bewegen. Beide Massen unterliegen
einer Reibungskraft, die proportional zu ih-
rer Geschwindigkeit ist.

Stellen Sie die Lagrangefunktion auf. Verwenden Sie als verallgemeinerte Koordi-
naten g die Schwerpunktkoordinaten xg, ys der Hantel und den Winkel ¢ zwischen
der Hantel und der x-Achse. Berechnen Sie die verallgemeinerten Reibungskrifte
Oy Geben Sie die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen an.



I1 Raum-Zeit-Symmetrien

Wir untersuchen die Konsequenzen, die sich tiir mechanische Systeme aus den all-
gemeinen Symmetrien des Raums und der Zeit eines Inertialsystems ergeben. Fiir
abgeschlossene Systeme fiihren diese Symmetrien zu Erhaltungssétzen.

Einfiihrung

Unter Symmetrie versteht man die Invarianz unter einer bestimmten Operation. Das
Wort ,,neben* verdndert sich nicht, wenn es von hinten gelesen wird; die spezielle
Symmetrie dieses Wortes besteht in der Invarianz unter der Operation, die die Rei-
henfolge der Buchstaben umkehrt. Ein Schachbrett ist invariant unter der Operation
,,Vertauschung von hellen und dunklen Feldern, und Drehung um /2. Ein (un-
endlicher) Kristall ist invariant unter raumlicher Verschiebung um eine Gitterkon-
stante. Eine Kugel ist invariant unter beliebigen Drehungen um den Mittelpunkt.
Man unterscheidet zwischen diskreten Symmetrien (Spiegelung, Verschiebung um
eine Gitterkonstante, Drehung um 1t/2) und kontinuierlichen Symmetrien, die von
einem kontinuierlichen Parameter (etwa einem Drehwinkel) abhéngen.

In der Physik sind die Objekte, deren Symmetrie studiert wird, zunéchst physi-
kalische Systeme. Die Systeme und ihre Dynamik werden in Modellen mathema-
tisch beschrieben. Die Symmetrie der Systeme sollte sich daher in den mathemati-
schen Beziehungen oder Objekten (wie Bewegungsgleichung oder Lagrangefunk-
tion) zeigen, die das System beschreiben. In Kapitel 5 haben wir untersucht, unter
welchen Operationen (die dort Transformationen genannt wurden) Newtons 1. Axi-
om forminvariant ist. Dies fiihrte zur allgemeinen Galileitransformation (5.9). In
den letzten Kapiteln haben wir die Lagrangefunktion £ eingefiihrt, die das betrach-
tete System charakterisiert; aus £ folgen insbesondere die Bewegungsgleichungen.
In diesem Kapitel untersuchen wir, wie sich die Lagrangefunktion unter aktiven
Galileitransformationen verhilt. Als Ergebnis erhalten wir die Aussage, dass aus
jeder Invarianz der Lagrangefunktion (also aus jeder Symmetrie des Systems) ein
Erhaltungssatz folgt.

Wir gehen von einem Inertialsystem (IS) mit den Koordinaten x;, x, x3 und ¢
aus. Wir betrachten die Operation

xi = x%, t—>t* (11.1)

wobei xl.*, t* und x;, t durch eine Galileitransformation verkniipft sein sollen:

3
xi*:Za,jxj—v,-t—a,-, I*:I—l‘o (11.2)
Jj=1

86
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Wie bereits in Kapitel 5 diskutiert, kann eine Galileitransformation unter folgenden
Gesichtspunkten betrachtet werden:

(i) Passive Transformation: Dasselbe physikalische System wird von zwei ver-
schiedenen IS aus betrachtet. Dann verkniipft (11.2) die Koordinaten, die das-
selbe Ereignis in den beiden IS hat.

(ii) Aktive Transformation: In einem IS werden zwei Systeme betrachtet, die
durch die Transformation auseinander hervorgehen. Dann verkniipft (11.2)
die Koordinaten eines Ereignisses in dem einen System mit denen des zuge-
horigen Ereignisses in dem transformierten System.

Im Folgenden untersuchen wir aktive Transformationen, also etwa die Verschie-
bung oder Drehung eines physikalischen Systems. Dabei verwenden wir die Be-
griffe Transformation und Operation synonym; im engeren Sinn bezieht sich der
Begriff Transformation auf die Gleichung (11.1) mit (11.2), und der Begriff Opera-
tion auf die dadurch beschriebene Verschiebung oder Drehung.

Durch (11.1) mit (11.2) werden im Einzelnen folgende Operationen beschrie-
ben:

1. Zeitliche Verschiebung um einen konstanten Betrag t
2. Réumliche Verschiebung um einen konstanten Vektor a;
3. Réiumliche Drehung um drei konstante Winkel (in «;; enthalten)

4. Raumliche Verschiebung um den zeitabhingigen Vektor v; .

AuBere Einfliisse auf ein System fiihren im Allgemeinen dazu, dass das Sys-
tem nicht invariant unter den angefiihrten Operationen ist. So wird zum Beispiel
das Billardspiel entscheidend verdndert, wenn die Platte etwas gekippt wird; das
Schwerefeld der Erde zeichnet die vertikale Richtung aus. Das Billardspiel ist aber
invariant unter Drehungen um die Vertikale oder Verschiebungen in horizontaler
Richtung; auch kann man in einem mit konstanter Geschwindigkeit fahrenden Zug
Billard spielen. Dagegen wire ein dreidimensionales Billard im Inneren eines Wiir-
fels (ohne Gravitationsfeld) ein System, das beziiglich aller vier Operationen sym-
metrisch ist. Dies gilt auch fiir unser Sonnensystem, wenn wir das Gravitationsfeld
unserer Galaxie (und eventuelle sonstige duflere Storungen) vernachldssigen. Ein
System, das keinen duBleren Einfliissen unterliegt (oder fiir das sie vernachléssigt
werden konnen), heilit abgeschlossen.

Alle Erfahrungstatsachen sind mit der Annahme vertréglich, dass abgeschlosse-
ne Systeme unter folgenden Bedingungen in gleicher Weise funktionieren:

1. Heute, morgen oder in 108 Jahren
2. Hier oder in einer Entfernung von 10% Lichtjahren
3. So, wie es vorliegt, oder irgendwie gedreht

4. So, wie es vorliegt, oder mit konstanter Geschwindigkeit relativ dazu bewegt.
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,.In gleicher Weise funktionieren* bedeutet dabei ,,nach den gleichen Gesetzen ab-
laufen®. In diesem Sinn sind abgeschlossene Systeme invariant unter den betrach-
teten Operationen. Da diese Symmetrien fiir alle abgeschlossenen Systeme gelten,
stellen sie Eigenschaften des Raums und der Zeit dar. Die Symmetrien heiflen:

1. Homogenitit der Zeit

2. Homogenitét des Raums
3. Isotropie des Raums

4. Relativitit der Raum-Zeit.

Unsere Diskussion bezieht sich auf Inertialsysteme (IS). Die soeben aufgezihlten
Homogenitits-, Isotropie- und Relativititseigenschaften gelten nur fiir die Raum-
Zeit eines IS. So sind zum Beispiel nur fiir ein IS alle Richtungen gleichwertig;
ein relativ dazu rotierendes System hat dagegen eine ausgezeichnete Richtung (die
Drehachse relativ zu IS). Im Gegensatz zu den ersten drei Symmetrien bezieht sich
die vierte zugleich auf Raum und Zeit; die zugehorige Transformation verkniipft
Raum- und Zeitkoordinaten.

Die Aussage, dass Raum und Zeit eines IS die aufgezihlten Symmetrien hat,
ist eine Annahme, die mit allen Erfahrungstatsachen in Einklang steht. Insbeson-
dere gibt es weitreichende Konsequenzen (wie die zugehorigen Erhaltungssitze),
die experimentell gut verifiziert sind. Dabei sind zwei Einschriankungen zu machen:
Einmal gilt die Relativitit der Raum-Zeit (Relativitétsprinzip) zwar allgemein, aber
die Transformation (11.2) ist hierfiir nur richtig, wenn die betrachtete Relativge-
schwindigkeit klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist. Zum anderen gibt es
fiir kosmische MaBstibe (etwa iiber Entfernungen von 100 Lichtjahren) kein glo-
bales IS; lokale IS (etwa im Bereich der Milchstrafe) sind dagegen moglich.

Die aufgefiihrten Raum-Zeit-Symmetrien haben wir in Kapitel 5 fiir Newtons 1.
Axiom diskutiert. Wir wenden diese Diskussion jetzt auf allgemeinere mechanische
Systeme an, die wir durch eine Lagrangefunktion beschreiben. Das allgemeinste
System, das wir bisher behandelt haben, ist ein System aus Massenpunkten mit der
Lagrangefunktion

N
1
LTt PN e Py, 1) = Y omyi = U@y, 1) (11.3)

v=1

Der Ortsvektor des v-ten Massenpunkts kann durch kartesische Koordinaten dar-
gestellt werden, r,, := (x{, x;, x}). Fiir diese kartesischen Koordinaten wird die
Transformation (11.1) betrachtet. Es gebe keine Zwangsbedingungen. Dies ist fiir
die folgenden allgemeinen Betrachtungen keine wesentliche Einschrinkung, da
Zwangsbedingungen durch geeignete Potenzialbeitrige ersetzt werden konnen. Das
Potenzial U umfasst im Allgemeinen die Beitrdge von inneren und dufleren Kriften;
ein Beispiel fiir U ist (4.36).
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Das durch (11.3) beschriebene System konnte zum Beispiel unser Sonnen-
system mit allen Planeten und Monden sein, oder auch ein vielatomiges Molekiil,
das Rotationen und Schwingungen ausfiihrt.

Neben (11.3) betrachten wir speziell ein abgeschlossenes System. Dies bedeu-
tet zum Beispiel, dass wir fiir das Sonnensystem das Gravitationsfeld der Galaxie
vernachldssigen, oder dass wir keine dufleren elektromagnetischen Felder fiir ein
Molekiil zulassen. Fiir die inneren Krifte nehmen wir die in Kapitel 4 diskutierte
Form an. Die Lagrangefunktion des abgeschlossenen Systems ist dann

v

1 N N
. . .0
£0(r1,...,rN,r1,...,rN):5 E myF, — E
v=2

v=I1

—1
Upu(ry —rul) (114
n=1

Das abgeschlossene, durch £y beschriebene System besitzt die hier diskutierten
Raum-Zeit-Symmetrien. Wir untersuchen, wie dies an der Lagrangefunktion £ zu
erkennen ist, und identifizieren die zugehorigen Erhaltungsgrofen.

Homogenitit der Zeit

Wir schreiben die jeweiligen Transformationen in Abhingigkeit von einem Parame-
ter € an, wobei € = 0 die Identitdtstransformation ergeben soll. Dadurch erhalten
wir eine einheitliche Form der Invarianzbedingung.

Wir beginnen mit zeitlichen Verschiebungen, also mit der Transformation

ry— r)=r,, t - tf=t+e (11.5)
Dies ist ein Spezialfall von (11.1) und (11.2). Aus rf = r, und dt* = dt folgt
dr’/dt* = dr,/dt oder F* = F. Fir eine allgemeine Vielteilchen-Lagrange-
funktion gilt daher

L= L P PR 1) = L Py Py L+ €) (11.6)

Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen kann d.L*/de in eine totale
Zeitableitung umgeformt werden:

N
dL* oL 935 d oL .
= — = — | L - Fy 11.7
(d€ >e=0 ot dt( Zarv ’ > ( )

v=I1

Die partiellen Ableitungen nach Vektoren sind wie in (4.20) definiert.
Die Lagrangefunktion £ eines abgeschlossenen Systems (11.4) hidngt nicht
explizit von der Zeit ab; daher gilt d L] /de = 0. Hiermit erhalten wir

N

dL§ (11.7) 0Ly .
— =0 Lo — -1y, =T+ U = t. 11.8
(%) 0 % ae e arivam i

v=1
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Hierbei wurde Lo = T — U und ) _(dLy/dF)) - i, = 2T verwendet. Auf der lin-
ken Seite von (11.8) steht die Symmetrie- oder Invarianzbedingung, auf der rechten
Seite die zugehorige Erhaltungsgrofe. Dieses Schema wiederholt sich bei den im
Folgenden betrachteten Symmetrien.

Wir haben den Zusammenhang zwischen der Invarianz gegeniiber (11.5) und der
Energieerhaltung fiir ein relativ allgemeines mechanisches System gezeigt. Dieser
Zusammenhang gilt tatsidchlich fiir alle Gebiete der Physik: Die Energie eines abge-
schlossenen Systems wird als diejenige Erhaltungsgro3e identifiziert, die sich aus
der Homogenitét der Zeit ergibt:

Homogenitit der Zeit —  Energieerhaltung (11.9)

Homogenitit des Raums
Wir betrachten eine rdumliche Verschiebung um € in n-Richtung:
r,—>ri=r,+en, t > tt=t (11.10)

Dies ist ein Spezialfall von (11.1) und (11.2). Der Einheitsvektor n habe eine belie-
bige konstante Richtung; es konnte sich zum Beispiel um e,, e, oder e, handeln.
Fiir eine allgemeine Lagrangefunktion ergibt die Transformation (11.10)

LY=Ly P I 1) = Loy Py +€R, o Ty, 1) (11.11)

Wegen dr = dr, dndern sich die Geschwindigkeiten nicht. Unter Beriicksichti-
gung der Bewegungsgleichungen kann d.L*/de in eine totale Zeitableitung umge-
formt werden:

N N N
dL* oL d oL d d(n-P)
= R = — _—n = — n = —
(de )6_0 2 5 dr & of, di 2P dr
v=1 v=I1 v=
(11.12)
Mit P =) p, = > 3L/, wurde der Gesamtimpuls (Schwerpunktimpuls) des
Systems bezeichnet.
Die Koordinatendifferenzen r; — r ;; = r, — r, hiingen nicht von € ab. Daher

ist die Lagrangefunktion £ eines abgeschlossenen Systems (11.4) invariant unter
der Transformation (11.10):

k
<d£°) —0 U p_const. (11.13)
de J._
Da n beliebig ist, folgt aus der Konstanz von n - P auch die von P.

Wieder gilt ganz allgemein: Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems
wird als diejenige Erhaltungsgrofe identifiziert, die sich aus der Homogenitit des
Raums ergibt:

Homogenitit des Raums ——  Impulserhaltung (11.14)
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Isotropie des Raums

Wir betrachten eine infinitesimale Drehung um einen konstanten Winkel €; die
Drehachse sei durch den konstanten Einheitsvektor n festgelegt. Dann lautet die
Transformation (Abbildung 11.1):

ry—>ri=r,+@mxr,))e t - "=t (11.15)

Dies ist ein Spezialfall von (11.1) und (11.2). Da € und n zeitunabhingig sind, folgt
fiir die Geschwindigkeiten

Fo—> Fl=F,+mXTFy)e (11.16)
Fiir eine allgemeine Lagrangefunktion ergibt diese Transformation
LY =Lyr ) F 1) = L ry+mXry) €, Fy+(mxFy) €., 1) (11.17)

Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen kann d.£*/de in eine totale
Zeitableitung umgeformt werden:

dL* Noae Noas ,
(de >g=o = Za—rv-(nxrv)—l—zm-(nxrv)

v=1 v=1

N
_ dp, d(nxr,)
_ ;(m wxry+p, L0 )

dn-L)
dt

d N
— E Zn. (rv X pv) = (1118)

v=1
Dabeiist L = ) r, x p, der Gesamtdrehimpuls des Systems.
Die Lagrangefunktion £ aus (11.4) héngt nur von i'u2 und von den Abstidnden
|r, — r,| ab. Fiir diese GroBe gilt

(F) =il +0E,  (ri-r) = —r,)’+0E (1119

Die Terme O (€?) treten auf, weil die Transformation (11.15) die Drehung nur in
erster Ordnung in € korrekt beschreibt. Die Invarianzbedingung (dL}/d€)e—o = 0
ist jedenfalls wieder erfiillt. Damit erhalten wir

%
<%) =0 Y  L=const (11.20)
de J._y
Da n beliebig ist, folgt aus der Konstanz von n - L auch die von L.
Wieder gilt ganz allgemein: Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Sys-
tems wird als diejenige Erhaltungsgrofe identifiziert, die sich aus der Isotropie des
Raums ergibt:

Isotropie des Raums ——  Drehimpulserhaltung (11.21)
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eEnXxXr

r Abbildung 11.1 Die Anderung eines Ortsvektors
r bei einer Drehung um den Winkel € ist (n x r) €,
wobei der Einheitsvektor n in Richtung der Dreh-
achse zeigt.

Relativitidt der Raum-Zeit
Wir betrachten die Transformation
ro,—>r =r,+ent t - tt=t (11.22)

zwischen zwei Systemen, die sich relativ zueinander mit der infinitesimalen und
konstanten Geschwindigkeit € n bewegen. Die Transformation (11.22) ist ein Spe-
zialfall von (11.1) und (11.2). Aus (11.22) folgt

Fy—>F)=F,+¢€n (11.23)
Fiir eine allgemeine Lagrangefunktion ergibt diese Transformation
LY =L(yr ) Fi ) =Ly +ent,., Fy+en,. 1) (11.24)

Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen kann d.L*/de in eine totale
Zeitableitung umgeformt werden:

dL al N £ N _d@m-Pn)
- — - t .

=i (11.25)

Dabei ist P = ), p, der Schwerpunktimpuls.

Die Lagrangefunktion «£o aus (11.4) hidngt nur von r"vz und von den Abstinden
|r, —r,| ab. Die Abstinde sind invariant unter (11.22); daher gilt fiir die potenzielle
Energie U* = U. In der kinetischen Energie ist dagegen (11.23) zu beriicksichtigen:

N N
1
£y = 3 2 me(R) U =T+ m#y e+ 0 ~U
= V=t (11.26)
N
d 2 (n R) 2
= £0+€E;mun'ru+0(e):£0+6MT+(9( )

Im letzten Schritt wurden die Schwerpunktkoordinate R = ) m,r,/M und die
Gesamtmasse M = Y m,, eingefiihrt.
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Nach (11.26) ist Lagrangefunktion £ nicht invariant unter der Transformation
(11.22). Der bei der Transformation auftretende zusétzliche Term ist aber eine totale
Zeitableitung. Man iiberzeugt sich nun leicht (Aufgabe 11.1), dass ein solcher Zu-
satzterm die Bewegungsgleichungen nicht dndert. Die Bewegungsgleichungen und
damit das betrachtete System sind also invariant unter der Transformation (11.22).

Aus (11.26) folgt

dLy d(n-R)

— =M ——7 (11.27)
de e =0 dt

Im Gegensatz zu den oben diskutierten Fillen verschwindet d.L/de also nicht.
Wenn man aber (11.25) fiir £ anschreibt und mit (11.27) kombiniert, erhilt man
din-Pt)/dt = Mdn - R)/dt. Mit P = M R und unter Beriicksichtigung der
Beliebigkeit von n ergibt dies d (Rt — R)/dt = 0 oder

Rt — R = const. (11.28)

Dies ist, ebenso wie die anderen Erhaltungssitze, eine Differenzialgleichung 1. Ord-
nung in den Koordinaten. Thre Integration fiihrt zu R = At + B mit den Integra-
tionskonstanten A und B. Diese Aussage folgt aber auch aus (11.13); inhaltlich
ergibt sich also keine neue Erhaltungsgrofe.

Ein abgeschlossenes System ist invariant unter Galileitransformationen. Die Ga-
lileitransformationen bilden eine 10-parametrige Gruppe. Jeder der 10 Invarianzen
oder Symmetrien haben wir eine Erhaltungsgroie zugeordnet, und zwar die Energie
E, den Impuls P, den Drehimpuls L und die Gro3e Rt —R.
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Aufgaben
11.1 Totale Zeitableitung in der Lagrangefunktion

Zwei Lagrangefunktionen unterscheiden sich durch die totale Zeitableitung einer
beliebigen Funktion f (g, t) der Koordinaten und der Zeit:

d

Zeigen Sie, dass die Lagrangefunktionen «£* und «£ dieselben Bewegungsgleichun-
gen ergeben.



III Variationsprinzipien

12 Variation ohne Nebenbedingung

In dem hier beginnenden Teil III werden die Grundlagen der Variationsrechnung
dargestellt (Kapitel 12 und 13). Dabei steht die Verstindlichkeit der Ergebnisse und
ihre Niitzlichkeit fiir die Mechanik im Vordergrund, weniger dagegen die mathema-
tischen Details der Ableitung. In Kapitel 14 werden die Grundgesetze der Mechanik
als Variationsprinzip (Hamiltonsches Prinzip) formuliert. Kapitel 15 behandelt den
Zusammenhang zwischen Symmetrien und ErhaltungsgroBen in allgemeiner Form
(Noethertheorem).

Problemstellung

Eine Funktion y = y(x) ist eine Vorschrift, die jedem x-Wert eine Zahl (den y-
Wert) zuordnet. In der Variationsrechnung betrachtet man dagegen Funktionale, die
jeder Funktion eine Zahl (den Wert des Funktionals) zuordnen. So ist zum Beispiel

2 X
J=J[y]=/ ds=[ 2dx,/1+y’(x)2 (12.1)
1 X1

das Funktional, das die Wegstrecke entlang der Kurve y = y(x) zwischen den
beiden Punkten (x1, y(x1)) und (x2, y(x2)) angibt. Dieses Funktional ordnet jeder
Kurve y(x), die die beiden Punkte verbindet, eine Zahl (die Weglédnge) zu. Zur
Unterscheidung von Funktionen schlieBen wir das Argument y des Funktionals in
eckige Klammern ein.

Bei der Diskussion einer Funktion y = y(x) wird die Frage gestellt, fiir welche
Argumentwerte die Funktion maximal oder minimal ist. Die notwendige Bedingung
fiir ein lokales Extremum einer differenzierbaren Funktion y = y(x) ist

Y _y 122
T (12.2)
An den Stellen x, die diese Bedingung erfiillen, ist die Funktion stationér. Eine
genauere Untersuchung zeigt dann, ob ein Minimum oder Maximum oder ein Wen-
depunkt mit waagerechter Tangente vorliegt.

Wir betrachten die analoge Fragestellung: Fiir welche Funktion wird ein be-
stimmtes Funktional extremal? Als Antwort werden wir eine Bedingung fiir die

95
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y(x)
P
Yit \
m
2T 4 P Abbildung 12.1 Auf welcher Kurve
kommt ein reibungsfrei gleitender Kor-
per im Schwerefeld am schnellsten von
, , P; nach P,? Die Losungskurve heif3t
X1 X2 b Brachistochrone.

Stationaritdt des Funktionals aufstellen. Dies ist dann, ebenso wie in (12.2), eine
notwendige Bedingung fiir maximal oder minimal. Der Einfachheit halber gehen
wir im Folgenden von der Formulierung ,,J[y] = minimal*“ aus.

Wir schrianken die Funktionen y(x), fiir die wir ein Minimum des Funktionals
suchen, dadurch ein, dass wir die Randwerte vorgeben:

yx) =y und y(x) =y (12.3)
Wir konnen nun fragen: Fiir welche Kurve ist die Wegstrecke zwischen zwei gege-
benen Punkten minimal? Dies bedeutet mathematisch: Fiir welche Funktion y(x)
ist das Funktional (12.1) minimal?

Ein Ausgangspunkt der Variationsrechnung war das Problem der Brachistochro-
ne, Abbildung 12.1, das 1696 von Jakob Bernoulli formuliert wurde: Ein Massen-
punkt gleitet unter dem Einfluss der Schwerkraft entlang einer Kurve y(x) rei-
bungsfrei von P; nach P;. Seine Anfangsgeschwindigkeit sei null. Nun soll y(x)
so bestimmt werden, dass die Zeit T, die das Teilchen fiir den Weg von P; nach
P, braucht, minimal wird. Das Ergebnis kann als optimale Paketrutsche angese-
hen werden. Die zu minimalisierende Zeit T ist ein Funktional von y(x). Wegen
Energieerhaltung ist die kinetische Energie des Massenpunkts gleich mv?/2 =
mg (y; — y). Damit erhalten wir

2 ds 2 1+ y'(x)?
J =T = — = d _ 12.4
] /1 v /x1 ! 2g (1 —yx)) (124

Wir fithren noch ein anderes physikalisches Problem an: Durch Rotation um die x-
Achse beschreiben die Punkte P; und P, in Abbildung 12.1 Kreisringe. Zwischen
diesen Ringen bildet y(x) eine rotationssymmetrische Flidche A. Diese Fliache wer-
de durch eine Haut aus Seifenwasser realisiert, die sich zwischen zwei Drahtringen
aufspannt. Wegen der Oberflichenspannung stellt sich diese Fldche so ein, dass sie
minimal ist (kein Schwerefeld). Daher muss folgendes Funktional minimal sein:

X2 X2
J[y]:A:ZT[/ dsy:27t/ dx yy 1+y’2 (125)
X1 X1

Aus J[y] = minimal kann y(x) und damit die Lage der Seifenhaut bestimmt wer-
den.
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Euler-Lagrange-Gleichung

Die allgemeine Problemstellung lautet: Welche Funktion y (x) macht das Funktional

J=Jyl= /dex F(y,y', x) (12.6)

X1

minimal? Dabei werden die Funktion F(y, y’, x) und die Randwerte

y(x1) = y1, y(x2) =y (12.7)

als gegeben vorausgesetzt.

Es sei nun y(x) die gesuchte Funktion, die das Funktional J minimal macht.
Dann muss J[y + §y] mit einer beliebigen kleinen Abweichung §y groBer als J[y]
sein. Eine beliebige infinitesimale Abweichung 6y (x) von y(x) schreiben wir als

8y(x) = en(x) (12.8)
Dabei ist der Faktor € infinitesimal. Die Funktion 7 (x) ist durch
n(x1) =nx2) =0 (12.9)

eingeschrinkt, weil y + §y durch die Randpunkte gehen muss. Wir setzen voraus,
dass n(x) im ganzen Intervall definiert und differenzierbar ist; ansonsten ist 7(x)
beliebig.

Das Funktional J[y + € ] ist eine Funktion von €, die wir mit J (¢) bezeichnen.
Fiir die gesuchte Funktion y(x) muss J (¢) bei € = 0 minimal sein:

J[y + en] ist minimal bei € = 0 fiir beliebiges n(x) (12.10)

Wiirde dies fiir irgendein no(x) nicht gelten, so konnte J[y + € no] durch € /=0
kleiner als J[y] gemacht werden. Eine mogliche Abweichung € n(x) und das Ver-
halten von J[y + € n] sind in Abbildung 12.2 skizziert.

Die Bedingung (12.10) impliziert

<dJ[y+6n]

) =0 fiir beliebiges 1 (x) (12.11)
de =0

Dies ist die Bedingung fiir Stationaritét, und damit — ebenso wie (12.2) — eine not-
wendige Bedingung fiir ein lokales Extremum. Zur Auswertung von (12.11) schrei-
ben wir J[y + €n] an:

X2

J[y+en]=/ dx F(y +e€n,y +en,x) (12.12)

X1

X2
= f dx {F(y,y,x)+ Fy(y,y. x) e n(x) + Fy (v, ¥, x) €' ()} + O(e?)

1
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J(€) = J[y +enl

I

J[y] nicht

/ minimal

— yWw)
——=- y(x) +€n(x)

J[y] minimal

S
e

X1 X2 X 0 €

Abbildung 12.2 Fiir eine Funktion y(x) mit festen Randpunkten wird eine abweichende
Funktion y(x) + € n(x) betrachtet. Wenn y(x) die gesuchte Losung ist, dann hat J(¢) =
J[y 4+ €n] bei € = 0 ein Minimum (rechts).

Wir setzen voraus, dass F(y, y’, x) differenzierbar ist, und verwenden die Notation

9F 9F
Fy = £ und  Fy = 3y (12.13)
Aus (12.11) folgt
dJ[y+e *2
0 = <M) :/ dx [Fyn(x) + Fy ' (0) (12.14)
de e=0 X1

p.L X2 2 dFy’ .. L.
= Fynkx) ‘x| +/ dx (Fy — W) n(x)  fiir beliebiges n(x)
T X1

Da n(x) beliebig ist, muss der Klammerausdruck im Integranden gleich null sein.
Wire der Ausdruck an irgendeiner Stelle positiv (negativ), so wire er dies auch
in einer gewissen Umgebung (wir setzen seine Stetigkeit voraus). Dann wiirde ein
n(x), das in dieser Umgebung positiv und sonst gleich null ist, zu einem Integral-
wert ungleich null fiihren. Also ist F), — d F\/dx = 0 oder

d OF(y,y',x)  0F(y,y. x)
dx ay’ B ay

Euler-Lagrange-Gleichung (12.15)

Diese Euler-Lagrange-Gleichung der Variationsrechnung ist eine Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung fiir die gesuchte Funktion y(x); sie ist linear in y”. Die
Euler-Lagrange-Gleichung ist gleichbedeutend mit der Stationaritdt des Funktio-
nals J[y]. Sie ist damit eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum; eine ge-
nauere Untersuchung kann zeigen, ob im konkreten Fall tatsidchlich ein Minimum
oder Maximum vorliegt.
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Das in (12.8) eingefiihrte §y(x) = en(x) wird auch ,,Variation von y(x)* ge-
nannt. Fiir das gesuchte y(x) ist J stationir, das heifit J @ndert sich nicht bei in-
finitesimalen Anderungen 8y von y(x); die Variation §J von J verschwindet. In
einer iiblichen Kurznotation skizzieren wir noch einmal die Ableitung der Euler-
Lagrange-Gleichungen:

8J

x2
Jly +8y1— JTyl = / dx (F, 8y + Fy )

X1
x dFy
/ dx (Fy - —y> sy =0 (12.16)
X1 dx

Aus der Beliebigkeit von dy folgt wieder die Euler-Lagrange-Gleichung. Aufler-
dem sieht man, dass die Euler-Lagrange-Gleichung und §J = 0 sich gegenseitig
bedingen:

dFy
=F, < §J=0 (12.17)
dx ;

Kiirzeste Verbindung

Als Beispiel bestimmen wir die kiirzeste Verbindung zwischen zwei vorgegebenen
Punkten, also die Funktion y(x), fiir die (12.1) minimal wird. Fiir

F=y/1+yx)? (12.18)

schreiben wir die Euler-Lagrange-Gleichung an,

d y'(x)

— =0 (12.19)
dx 1+ y'(x)?
Die Integration dieser Gleichung liefert
y’ = const., y=ax+b (12.20)

Die Konstanten werden durch die vorgegebenen Randpunkte festgelegt. Damit er-
halten wir eine Gerade als kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.

Zur Losung der Euler-Lagrange-Gleichung

Mit der Korrespondenz
y(x) «<— q(t) und F(y,y,x) < £(q,4,t) (12.21)

sieht man, dass die Euler-Lagrange-Gleichung der Variationsrechnung und die La-
grangegleichung der Mechanik dieselbe Struktur haben. Die Losungsstrategien sind
daher die gleichen. Insbesondere konnen wir die bekannten Erhaltungssitze iiber-
tragen:
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Impulserhaltung: Der Integrand F enthalte y nicht explizit, F = F(y/, x). Aus
Fy = 0 und der Euler-Lagrange-Gleichung folgt dann

Fy(y',x) = ¢ = const. (12.22)

Lost man diese Differenzialgleichung 1. Ordnung nach y’ = g(x, ¢) auf, so ergibt
eine weitere Integration

y(x) = fa’x g(x, c) + const. (12.23)

Energieerhaltung: Der Integrand F enthalte x nicht explizit, F = F(y, y’). Aus
Fy = 0 und der Euler-Lagrange-Gleichung folgt dann (analog zu (9.35))

Fy(y,y)y — F(y,y") = ¢ = const. (12.24)

Lost man diese Differenzialgleichung 1. Ordnung nach y’ = h(y, ¢) auf, so ergibt
eine weitere Integration

x=x(y) = / h(‘;y 5+ const (12.25)

Verallgemeinerungen

Wir haben die Euler-Lagrange-Gleichung fiir eine Funktion y(x) abgeleitet, die von
einer Variablen abhingt. Die Form des Funktionals war durch F = F(y, y’, x)
eingeschréinkt. Eine Variation der Randwerte war nicht zugelassen. Im Folgenden
geben wir einige Verallgemeinerungen an.

Mehrere Funktionen

Wir betrachten ein Funktional

X2
J=Jyt,, ynl = / dx F(y1,..., yn, yi,..., yﬁv, X) (12.26)
X1
von N Funktionen yi(x), y2(x), ..., yy(x) mit festen Randwerten
yitx) = yir, yi(x2) = yi2 (i=1..,N) (12.27)

Wir suchen die Funktionen y; (x), fiir die J stationdr wird. Fiir diese Funktionen y;
muss

J (€1, €2,...,en) = Jy1 +€1n1,..., yv + €x Nyl (12.28)

bei €] = €5 = ... = €y = 0 stationir sein:

(M) =0  (i=1,...,N) (12.29)
8Ei 6,':0
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Dies liefert die N Euler-Lagrange-Gleichungen

d AF(y,y,x) 9F(y,y.,x)
dx ay; Ay N

0 (i=1..,N) (12.30)

Hierbei stehen y und y" im Argument fiir yy,..., yy und y{,..., y'y. Dies sind N Dif-
ferenzialgleichungen 2. Ordnung fiir die N gesuchten Funktionen yj(x),..., yy (x).
Diese Verallgemeinerung ist fiir die Punktmechanik wichtig.

Mehrere Argumente

Wir betrachten mehrere Argumente x1,..., xy anstelle von x. Gesucht sei die Funk-
tion y(xy,..., xy), die das Funktional

dy dy
J=Jyl= [ dxi... | dxy F<y, e A A xN) (12.31)
B B dx; dxn

extremal macht. Dabei sei y(x1,.., xy) auf dem Rand des Integrationsbereichs B
fest vorgegeben. Fiir die Variation §y = € n(xy,..., xy) ergibt das Funktional wieder
eine Funktion J (¢). Aus dJ/de = 0 folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen

Y9 OF IF

—_—— - — = (12.32)
S 0% 0 (9y/ox) Dy

Fiir die partiellen Ableitung nach 9/dy und d/9(dy/dx;) ist zundchst die Form
F(y, dy/dx;, x;) zu nehmen; fiir d/0x; ist 0 F/(d (dy/dx;)) dann als Funktion al-
lein der x; aufzufassen.

Eine mogliche Anwendung von (12.32) ist die Auslenkung einer dehnbaren
Membran (oder einer Seifenhaut) im Schwerefeld, die ldngs einer Kurve in der
x1-x2-Ebene eingespannt ist. Hierfiir konkurrieren Schwerkraft und Oberfliachen-
spannung miteinander. Im Gleichgewicht ist die Summe der potenziellen Energien
minimal.

Die Verallgemeinerungen (12.26) und (12.31) konnen kombiniert werden. Dann
enthilt das Funktional mehrere Funktionen, die jeweils von mehreren Variablen ab-
héngen.

Hohere Ableitungen
Falls hohere Ableitungen auftreten, zum Beispiel
X2
J=Jyl= / dx FG&Y", 5, v, %) (12.33)
xi

ergeben sich entsprechend hohere Ableitungen in der Euler-Lagrange-Gleichung.
Die Randwerte y(x1), y(x2), ¥'(x2) und y’(xy) seien fest vorgegeben. Analog zu
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(12.16) erhalten wir:

2 ’ " 2 dF)’/ sz)’”
8J = dx (Fy 8y + Fy 8y + Fyr 8y ) = dx| Fy — + dy=20

. X1 dx dx?

(12.34)
Dabei haben wir aus Fy~ 8y” durch zweimalige partielle Integration den Term
(szyn /dx?) 8y erhalten. Aus der Beliebigkeit von 8y folgt die Euler-Lagrange-
Gleichung
dFy  d*Fy
dx dx?
Dies ist eine Differenzialgleichung 4. Ordnung.

Fy — (12.35)

Variation am Rand

Wir nehmen an, dass die Randwerte nicht vorgegeben sind. Dann bleiben in (12.14)
die Randterme Fr ) stehen, denn 7(x1) und 7(x2) kdnnen jetzt beliebig sein. Damit
(12.14) trotzdem verschwindet, muss F\,, am Rand verschwinden:

Fy (y(x1), ¥'(x1), x1) =0, Fy (y(x2), ¥'(x2), x2) =0 (12.36)

Aus der hier zugelassenen Variation am Rand ergeben sich also zusitzlich zu den
Euler-Lagrange-Gleichungen die zwei Randbedingungen (12.36). Im Ergebnis er-
hilt man in jedem Fall — Randwerte vorgegeben oder nicht — die notwendige Anzahl
von Randbedingungen zur Festlegung der Integrationskonstanten.
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Aufgaben

12.1 Brachistochrone

y(x)

3

103

Auf welcher Kurve kommt ein reibungs-
frei gleitender Korper im Schwerefeld
am schnellsten von einem Punkt zu ei-
nem anderen? Der Korper ruht anfangs.
Der vertikale Abstand der beiden Punkte
ist b, der horizontale a. Skizzieren Sie die
Losung jeweils fiir die Falle a/b < m/2,
a/b = w/2 und a/b > m/2. Die Lo-
sungskurve heiflt Brachistochrone.

Hinweise: Bestimmen Sie ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichung. Zeigen
Sie, dass die Zykloide mit der Parameterdarstellung x(tr) = A (r—sint) und y(7r) =
b — A (1 — cos 1) die Differenzialgleichung erfiillt.

12.2  Seifenhaut

y

Zwischen zwei parallelen Drahtkreisen
(Radius R) spannt sich eine Seifenhaut.
Die beiden Kreise stehen im Abstand D
senkrecht auf der Verbindungslinie zwi-
schen den Mittelpunkten. Bestimmen Sie
die Form der Seifenhaut. Wie verhilt sich
die Haut beim langsamen Auseinander-
ziehen der Drahtringe?



13 Variation mit Nebenbedingung

Wir untersuchen ein Variationsproblem, bei dem die gesuchte Funktion y(x) einer
Nebenbedingung geniigen muss. Wir geben die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir
isoperimetrische und fiir holonome Nebenbedingungen an. Als Beispiele werden
die Kettenlinie und eine geodditische Linie bestimmt.

Problemstellung

Ein Seil werde an zwei Punkten im Schwerefeld aufgehéngt, Abbildung 13.1. Dies
fiihrt zu folgender Frage: Durch welche Kurve wird die Gleichgewichtslage des
Seils beschrieben? Das Seil stellt sich so ein, dass die potenzielle Energie minimal
wird. Wir beschreiben die Lage des Seils durch eine Funktion y(x). Dann lautet die
Gleichgewichtsbedingung

2 X2
J=Upm=f dmgy:,og/ dx yy/ 1+ y'* = minimal (13.1)
1 X1

Die Massenelemente dm sind gleich der homogenen Massendichte p (Masse pro
Linge) mal dem Wegelement ds; g ist die Erdbeschleunigung. Wenn Verénderun-
gen 8y(x) der Lage des Seils Upo kleiner machen konnen, gibt es Krifte, die auf
eine Verschiebung von y zu y + 8y hinwirken. Dadurch verschiebt sich y(x) solan-
ge, bis (13.1) gilt.

Mathematisch liegt wieder ein Variationsproblem vor, bei dem die Randwerte
nicht variiert werden,

y(x1) = y1, y(x2) =y (13.2)

Die moglichen Kurven y(x) unterliegen der zusétzlichen Einschrinkung, dass die
Liange L des Seils fest vorgegeben ist. Also muss das gesuchte y(x) die Nebenbe-

dingung
X2 5
Kly] = f dx\/1+y'" =L =const. (13.3)
X1

erfiillen. Ein dhnliches Problem ist: Bestimme eine Kurve der Linge L zwischen
zwei Punkten P; und P, so, dass die von der Strecke P; P, und der Kurve einge-
schlossene Fliche maximal ist. Auch dies fiihrt zur Nebenbedingung (13.3). Von
diesem Problem kommt der Name isoperimetrisch (von gleichem Umfang) fiir
Nebenbedingungen der Form K[y] = const.

104
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y(x)
Py &

Y1 P,

Y21 Abbildung 13.1 Ein Seil der Linge L
wird im Schwerefeld an den Punkten P;
und P, aufgehingt. Die Gleichgewichts-

; ; lage des Seils ist dadurch bestimmt, dass
X1 X2 X die potenzielle Energie minimal ist.

Daneben kommen holonome Nebenbedingungen vor. Als Beispiel betrachten
wir Kurven im dreidimensionalen Raum, die durch die Funktionen y = y(x) und
z = z(x) dargestellt werden konnen. Die Kurven sollen durch zwei vorgegebene
Punkte

Py = (x1, y(x1), z(x1)) und Py = (x2, y(x2), 2(x2)) (13.4)
gehen und auf der durch
gx,y,2)=0 (13.5)

gegebenen Fliche liegen; natiirlich miissen dann auch Py und P in der Fliche lie-
gen. Wir suchen diejenige Kurve, die die kiirzeste Verbindung zwischen P; und P>
darstellt, also nach der Losung von

2 X2
Jly, z1= / ds = / dx 14 y?+7?* = minimal (13.6)
1 X1

Diese kiirzesten Verbindungen heiflen geodcitische Linien (der Fléche).

Die Variation (13.6) ist hier unter der Nebenbedingung (13.5) auszufiihren. Die-
se Nebenbedingung ist eine wesentlich stirkere Einschrinkung als eine isoperi-
metrische Nebenbedingung: Wihrend (13.3) nur eine Bedingung fiir die gesamte
Funktion ist, stellt (13.5) fiir jedes x eine Bedingung dar.

Lagrange-Multiplikatoren

Wir untersuchen zunichst die Aufgabe, das Extremum einer Funktion mehrerer Va-
riabler unter einer Nebenbedingung zu finden. Dazu betrachten wir das in Abbil-
dung 13.2 skizzierte Problem:

f(x,y) = minimal, wobei g(x,y) =0 (13.7)

Wir nehmen an, dass wir die Nebenbedingung g(x, y) = Onach y = y,(x) auflésen
konnen, so dass

g (x,yg(0)) =0 (13.8)

gilt. Das Minimum von f auf der Kurve y, (x) kann dann als Minimum von 2 (x) =
f(x, yq(x)) bestimmt werden:

d
Ef(xs )’g):fx(xv Yg)+fy(xs )’g) y:g(x):() (13.9)
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f(x,y) = const.

yiT \

glx,y)=0

\ X1 x

Abbildung 13.2 Fiir eine gegebene Funktion f(x,y) sind die Hohenlinien f(x,y) =
const. (speziell fiir f = 1, 2, 3 und 4) eingezeichnet; das Minimum ist mit einem vollen
Kreis (o) markiert. Wir suchen die Werte x; und yy, fiir die f(x, y) unter der Nebenbedin-
gung g(x, y) = 0 minimal wird. Dieses Minimum ist mit einem offenen Kreis (0) markiert.

Dies ist eine Gleichung zur Bestimmung des gesuchten Wertes x1; der y-Wert folgt
dann aus y; = yg(x1).

Mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren konnen wir die explizite Auf-
16sung von g(x, y) = O nach y = y,(x) zur Bestimmung des Minimums umgehen.
Anstelle von (13.9) betrachten wir folgende drei Gleichungen fiir drei Unbekannte
x, yund A:

G, y)=rg(x,y) =0, fy(x,y)—Agyx,y) =0, g, y)=0 (13.10)

Wir zeigen, dass dies dquivalent zu (13.9) ist. Dazu denken wir uns g(x,y) = 0
nach y = y,(x) aufgeldst (dieser Schritt muss aber nicht wirklich ausgefiihrt wer-
den). Dann kann die Nebenbedingung g (x, y) = 0 durch die gleichwertige Bedin-
gung

g, y) =y —yg(x) =0 (13.11)
ersetzt werden. Wir schreiben nun (13.10) mit g anstelle von g an und eliminieren
A aus den ersten beiden Gleichungen:

fx"’)\yé:O

Foe _0} — fe(,yg) + fy(x, yg) yp(x) =0 (13.12)
Y =

Jede Losung von (13.10) ist damit auch Losung von (13.9); man kann sich davon
iiberzeugen, dass dies auch umgekehrt gilt. Die Methode (13.10) zur Bestimmung
des Minimums von f(x, y) unter der Nebenbedingung g(x, y) = 0 konnen wir
auch so formulieren:

f*x,y)= f(x,y) —rg(x,y) =minimal und g(x,y)=0 (13.13)
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Dies bedeutet praktisch:

e Man sucht ohne Riicksicht auf die Nebenbedingung die Losung von f* =
minimal. Die so gefundene Losung y = y(x, A) enthilt einen Parameter X.
Dieser Parameter wird so angepasst, dass die Nebenbedingung erfiillt wird.

Es erscheint zunichst umstindlicher, drei Gleichungen (13.10) anstelle von einer
Gleichung (13.9) zu betrachten. Der entscheidende Vorteil von (13.10) ist aber, dass
die Nebenbedingung nicht nach y aufgelost werden muss; eine solche Auflosung ist
ja nur fiir sehr spezielle Funktionen moglich.

Verallgemeinerung: Das vorgestellte Verfahren lédsst sich auf das Problem

f(x1,..., xy) = minimal, wobei g,(xy,..., xy) =0 (13.14)

iibertragen (o = 1,..., R). Man erhilt dann die N + R Gleichungen

9 ul .
P (f(xl,...,xN) - X::l e ga(x],...,xN)> -0 (i=1,..N) 11s)

8a(X1,..., xy) =0 (@=1,...,R)

fiir die N + R gesuchten Unbekannten x; und A, .

Isoperimetrische Nebenbedingung

Wir formulieren das Problem der Kettenlinie (13.1)—(13.3) in allgemeiner Form:
Gesucht sei die Funktion y(x), fiir die

X2
J=Jyl= / dx F(y,y’,x) = minimal (13.16)
x|

unter der Nebenbedingung gilt, dass ein anderes Funktional K gleich einer vorge-
gebenen Konstanten C ist,

K =K[y] = / " dx G,y ,x)=C (13.17)

X1
Dabei sollen die Randwerte wieder festgehalten werden,
y(x1) = yi, y(x2) = y2 (13.18)
Die Funktion y(x) sei die gesuchte Funktion. Fiir eine beliebige Abweichung

8y = en(x) erfiillt y 4+ €  die Bedingung K[y + € n] = C fiir ¢ = 0. Im Allgemei-
nen gilt dann K[y + en] = C + O(e), was € = 0 bedingt. Die Nebenbedingung
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€2
J (€1, €) = const.
K(e1,e0) =C

N el

Abbildung 13.3 Fir y — y + €1, + €21 wird das Funktional J[y] zu einer Funk-
tion J(€;, €;); die Skizze zeigt die Hohenlinien J = 1, 2 und 3 dieser Funktion. Die
Nebenbedingung K[y] = C schrinkt die mogliche Variation auf die Kurve K (€;, €;) =
K[y + €111 + ex2n2] = C ein. Fiir das gesuchte y(x) muss das Minimum bei €; = €, = 0
liegen.

schlief3t also eine solche Variation aus. Deshalb betrachten wir zwei linear unabhin-
gige Funktionen 7 (x) und 1,(x), wobei 11 und 17, am Rand verschwinden. Dann
lautet die Nebenbedingung fiir y + €1 n; + €212

K(e1,e) =K[y+eim+em]=C (13.19)

Die Bedingung K (€1, €2) = C ist eine Kurve in der €;-€;-Ebene (Abbildung 13.3).
Eine Variation der Form y + €1 n; + €3 12 ist genau dann mit der Nebenbedingung
vertriglich, wenn €; und €, auf der Kurve K (€1, €2) = C liegen.

Fiir die gesuchte Funktion y muss

J(€1,€) = J[y + €1n1 + €2n2] = minimal, wobei K(e1,e) =C  (13.20)

gelten. Das Minimum muss bei €] = €3 = 0 liegen. Nach (13.13) konnen wir dies
in der Form

J(€1,€) — AK(€1, €2) = minimal bei €; =€, =0 (13.21)

16sen. Nach (13.13) wire der Zusatzterm eigentlich —A[K (€1, €2) — C]; die Kon-
stante ist aber ohne Einfluss auf die Lage des Minimums. Fiir (13.21) ist

<a(J—u()

) -0 (=102 (13.22)
36,’ €1=€=0

notwendig. Da € und €3 symmetrisch in J und K auftreten, sind beide Bedingun-
gen (i = 1, 2) identisch. Die resultierende Bedingung lautet somit

X
J* [yl = f dx F*(y,y',x) = minimal, wobei F*=F —1G (13.23)

1
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Dies ergibt die Euler-Lagrange-Gleichung

d AF*(y,y,x)  3F*(y,y,x)
dx ay’ N Ay

(13.24)

oder 4
E(Fy/—xay/):Ev—xGy (13.25)
Die Losung dieser Differenzialgleichung 2. Ordnung enthilt zwei Integrations-
konstanten ¢ und c¢;. AuBBerdem hingt sie von A ab, also y = y(x, c1, ¢2, A). Die
drei Parameter cy, ¢z, A werden durch die Randbedingungen (13.18) und die Ne-
benbedingung (13.17) festgelegt.

Verallgemeinerung: Das Variationsproblem (13.16) kann durch mehrere Bedin-

gungen der Art (13.17) eingeschrinkt werden:

Kily] :/ iy ) dx=Ci (G =1,..R) (13.26)

X1

Unter Verwendung von (13.15) fiihrt dies zur Euler-Lagrange-Gleichung fiir

R
F*=F(y,y,x) =Y %Gi(y,y,x) (13.27)

i=1

Die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung hingt von zwei Integrationskonstanten
und R Parametern A; ab; diese GroBen sind aus den zwei Randbedingungen und
den R Nebenbedingungen zu bestimmen.

Holonome Nebenbedingungen

Wir formulieren das Problem der geodétischen Linie (13.4) —(13.6) allgemein: Ge-
sucht sind die Funktionen y;(x) und y,(x), fiir die gilt:

X2
Jy1, y21 = / dx F(y1,y2, Y], Y5, X) = extremal (13.28)
X1
Dabei seien die Randwerte fest vorgegeben. Die Losung soll der holonomen Ne-
benbedingung

gy, y2,x) =0 (13.29)

geniligen. Geometrisch stellt (x, y;(x), y2(x)) eine Kurve im 3-dimensionalen
(x, ¥1, ¥y2)-Raum dar, die Bedingung (13.29) beschrinkt diese Kurve auf eine Fla-
che. Eine solche Bedingung ist viel einschneidender als (13.17). Wihrend die inte-
grale Bedingung (13.17) durch einen Parameter erfiillt werden kann, konnte (13.29)
eine der beiden gesuchten Funktionen festlegen.

Wir 16sen das Problem mit folgender Strategie: Das Intervall (x;, xp) wird in
I gleich groflie Abschnitte eingeteilt. Dann kann (13.29) ndherungsweise durch /
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fi(x) 2 A fi(x)

X1 & X2 X X1 X2 X

Abbildung 13.4 Die Hilfsfunktionen f;(x) werden eingefiihrt (links), um die eine holono-
me Nebenbedingung durch / isoperimetrische Nebenbedingungen zu ersetzen. Im Grenzfall
I — oo wird die Summe ), A; f;(x) zu einer Funktion A (x) (rechts).

isoperimetrische Nebenbedingungen ersetzt werden. Hierfiir ist die Losung aus dem
vorigen Abschnitt bekannt. Im Ergebnis geht man zu I — oo iiber; die Ersatz-
bedingungen sind dann dquivalent zu (13.29).
Das Intervall (x1, xp) wird in I Abschnitte der Léange d = (x, —x1)/I aufgeteilt,
die durch
& =x1+di—1 i=12,...,1+1) (13.30)

begrenzt werden. Dann definieren wir die Hilfsfunktionen (Abbildung 13.4 links):

1 fir § <x <&

filx) = { (i=12,.,1 (13.31)

0 sonst

Aus (13.29) folgen nun sofort / isoperimetrische Bedingungen, ndmlich

X2
Kily1, y21 = f dx g(y1, y2, %) fi(x) =0 G=12..1) (13.32)

X1

Umgekehrt folgt (13.29) aus diesen Bedingungen fiir / — oo.
In der Form (13.32) kénnen wir die Nebenbedingungen geméf8 (13.27) beriick-
sichtigen. Damit ist das Problem

X2
J*[y1, y2] =/ dx F*(y1. Y2, ¥}, ¥, X) = minimal (13.33)
X1

zu 10sen, wobei

1
F* = F(y1, y2. Y. 95 %) = > &i (31, y2, %) fi(x) (13.34)
i=1

Fiir I — oo wird ), A; fi(x) zu einer kontinuierlichen Funktion A (x), also

1
Jim. D ki fix) = A(x) (13.35)

i=1
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Dieser Ubergang ist in Abbildung 13.4 rechts graphisch veranschaulicht. Damit
wird F* zu

F*(y1, Y2, Y1, Y5, X) = F(y1, y2, ¥1, Y5, X) — A(x) g(¥1, y2. X) (13.36)

Aus (13.33) folgen dann die Euler-Lagrange-Gleichungen

d oF oF 0
L w2 (=12 (13.37)
dx dy! 9y dyi

Diese beiden Differenzialgleichungen und g(yi, y2, x) = 0 bestimmen die drei

Funktionen y;(x), y2(x) und A(x). Die Integrationskonstanten werden durch die
Randbedingungen festgelegt.

Verallgemeinerung: Wir betrachten N Funktionen yj(x),..., yy(x) und R <
N holonome Nebenbedingungen gy (y1,..., yv, X) = 0. Die N Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir

R
FX 310 Y0 Yoo Yy X)) = F = Y 2(x) g (V12 Y. X) (13.38)

a=1

bestimmen zusammen mit den R Nebenbedingungen die N 4+ R Funktionen y;(x)
und Ay (x).

Anwendungen
Kettenlinie

Wir 16sen das in Abbildung 13.1 skizzierte Problem eines Seils oder einer Kette
im Schwerefeld. Die Losung wird als Kettenlinie bezeichnet. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen (13.24) sind fiir die durch (13.1) und (13.3) gegebene Funktion

F*(y,y) =F—2G=/1+y2(y—1) (13.39)

aufzustellen. Dabei ist A ein Parameter. Da F* nicht explizit von x abhingt, gilt

(12.24), also
Y
F*— Fiy = =" = a=const. (13.40)

V1+y?

Wir l6sen dies nach y'2 = (y — 1)?/a® — 1 auf und erhalten durch Integration
y(x) = A +a cosh(f+b> (13.41)
a

Die Parameter a, b und A dieser Losung werden durch die Bedingungen

X

2
Yo =y, y@) =y und / dxJT+y2 =1L (13.42)

1
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festgelegt. Wir wihlen speziell die Aufhingepunkte

L,y =(=1,0) und (x2,y2) =(1,0) (13.43)
Dann folgt » = 0 und A = —a cosh(1/a). Der verbliebene Parameter a in
X 1
y(x) = a cosh — —a cosh — (13.44)
a a

kann durch die Linge L festgelegt werden. Mit /1 + y’2 = cosh(x/a) wird die
Nebenbedingung zu

1
1
L:/ dx /1+y? = 2a sinh — (13.45)
-1 a

Fiir L > 2 gibt es zwei Losungen, a = ap > 0 und a = —ay. Fiir das nach unten
hingende Seil (Abbildung 13.1) gilt die Losung a = ag; fiir a = —ap wire die
potenzielle Energie maximal.

Die Losung a = —ao entspricht der optimalen Linie fiir einen Torbogen aus
druckfestem Material (Betonschale). Dies sieht man folgendermaBen: In der Gleich-
gewichtslosung fiir das Seil wird das Gewicht jedes kleinen Seilstiicks durch tan-
gentiale Zugkrifte an den beiden Enden kompensiert; insbesondere gibt es keine
resultierenden Seitenkrifte senkrecht zur Kettenlinie. Beim Betonbogen kann dann
umgekehrt das Gewicht allein durch Druckkrifte kompensiert werden; die Seiten-
krifte verschwinden.

Geodiitische Linien

Wir wollen die geoditischen Linien auf der Fliche
gx,y,2) =0 (13.46)

bestimmen. Die gesuchte Linie werde in der Parameterform x(¢), y(¢), z(¢) darge-
stellt. Dabei ist die Bedeutung von ¢ nicht festgelegt; fiir eine Bahnkurve kann ¢
als Zeit aufgefasst werden. Die in (13.4)— (13.6) verwendete Darstellung der Kurve
(x, y(x), z(x)) hebt die Variable x hervor. Welche der Kurvendarstellungen ver-
wendet wird, ist eine Frage der Zweckmifigkeit.

Die geoditischen Linien sind kiirzeste Verbindungen zwischen zwei Punkten,
sie bestimmen sich also aus

n
J[x,y,z]:/ dt \/x%+ y2 + z? = minimal (13.47)
n

Daher sind die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir

F*(x,y,2,%,9,2,0) =/x2+ 32+ 2% — (1) g(x, y,2) (13.48)
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zu losen. Mit der Abkiirzung v = /X2 + y2 + 72 lauten die Euler-Lagrange-Glei-
chungen
d x dy d z
DX e, Zlo g, LEi_o_a 13.49
dt v 8x dt v 8y dt v 8 ( )

Zur Auswertung verwenden wir anstelle von ¢ die Weglinge s = s(¢) als Bahnpa-
rameter. Mit ds = v dt erhalten wir

d d . dx(s) ds , d X .

— = —_—, = —_— = N -_— — = 1350

a Ve YT s a TV Gy T (1350)
Damit werden die Euler-Lagrange-Gleichungen (13.49) zu

x'=pg, Y =wngy, Z"=npg: (13.51)

wobei die unbekannte Funktion A(z) durch die ebenfalls unbekannte Funktion
u(s) = —A/v ersetzt wurde.
Die bisherigen Betrachtungen gelten fiir eine beliebige Flidche. Speziell fiir die
Kugeloberfliache
g, y.2)=x>+y*+z2—R*>=0 (13.52)
wird (13.51) zu
x"=2pux, Yy =2uy, 7"=2uz (13.53)

Die Losung x(s), y(s), z(s) muss g(x, y,z) = 0 erfiillen; wir konnen diese Be-
ziehung also bereits bei der Losung der Differenzialgleichung verwenden. Dazu
differenzieren wir g(x(s), y(s), z(s)) = 0 zweimal nach s,

0=x12_|_y/2+Z/2+xx//+yy//+zz// (13.54)

Hierin setzen wir x”, y” und z” aus (13.53) ein. Mit (13.52) und x'2 + y'2 + 7/? =
(dx? 4 dy* + dz*)/ds? = 1 erhalten wir dann
1
= —— = const. (13.55)
H 2R?

Fiir eine beliebige Fldche erhielte man aus diesem Schritt © zunéchst als Funk-
tion von (x, v, z,x’,y’,z'); auch hiermit kann man p aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen eliminieren. Wir setzen (13.55) in (13.53) ein,

X y z

¥ = 7 y'=-=, /= 2 (13.56)
Jede dieser Differenzialgleichung hat die Losung A sin(s/R) + B cos(s/R); die
Konstanten sind in Ubereinstimmung mit der Nebenbedingung und den vorgegebe-
nen Randpunkten zu bestimmen. Die resultierenden Linien sind GroBkreise (Krei-
se mit dem Umfang 2wt R) auf der Kugeloberfliche. Eine spezielle Losung ist der
Aquator:

x(s)=Rsin%=Rsin¢, y(s)=Rcos%=Rcos¢>, 2=0 (13.57)
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Aufgaben
13.1 Besetzungszahlen aus maximaler Entropie

Bestimmen Sie die Zahlen ny, ny, ns, . .. so, dass die Grofle

ee}

Sing..)=3 ((1 + ) In(l +n;) —n; In (ni)>

i=1
extremal wird. Die moglichen Werte von n; sollen durch die Nebenbedingungen
E =Y,¢&n; =const., N =3, n; = const.

eingeschrinkt sein. Die ¢; sind vorgegebene Konstanten.

Diese Problemstellung ergibt sich bei der Behandlung eines idealen Gases aus
Boseteilchen. Hierfiir sind die ¢; die Energien der diskreten Einteilchenniveaus und
die n; die Anzahl der Teilchen in diesen Niveaus. Das thermische Gleichgewicht
ist durch die Bedingung festgelegt, dass die Entropie S maximal ist; dabei sind fiir
das abgeschlossene System die Gesamtenergie E und die Teilchenzahl N als Kon-
stanten vorgegeben. Die n;, die die Extremalbedingung erfiillen, sind die mittleren
Besetzungszahlen.

13.2 Isoperimetrisches Problem

Die Enden eines Seils (Ldnge L) sind bei (x1, y;) = (—d, 0) und (x2, y2) = (d, 0)
befestigt. Fiir welche Lage des Seils (in der x-y-Ebene) wird die Fliache zwischen
dem Seil und der x-Achse maximal?

13.3 Geodiitische Linien auf Kreiszylinder

Bestimmen Sie die geoditischen Linien auf der Oberfliche eines Kreiszylinders, in-
dem Sie die Nebenbedingung ,,Kreiszylinder* iiber Lagrangeparameter ankoppeln.
Losen Sie die Aufgabe anschlieBend noch einmal, indem Sie die Nebenbedingung
durch die Wahl geeigneter Koordinaten von vornherein beriicksichtigen.



14 Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip ist ein Variationsprinzip, dessen Euler-Lagrange-Glei-
chungen die Lagrangegleichungen der Mechanik sind. Das Hamiltonsche Prinzip
ist eine elegante Formulierung der Grundgesetze der Mechanik. Diese Formulierung
hat Vorbildcharakter fiir andere Gebiete der Physik.

Lagrangegleichungen 2. Art
Wir ordnen jeder Bahnkurve ¢(¢) das Wirkungsfunktional

t
S =Slql = / 2dt L(q,q,1) (14.1)

n

zu; diese Grofe wird auch kurz Wirkung genannt. Im Argument der Lagrange-
funktion £ steht g fiir (¢1,..., g¢) und ¢ fiir (41,..., §r). Die Lagrangegleichungen
fiir g; () konnen durch die Forderung ersetzt werden, dass das Wirkungsfunktional
stationdr ist:

Hamiltonsches Prinzip: §S[q] =0 (14.2)

Bei der Variation sollen die Endpunkte ¢ (¢;) und ¢(;) festgehalten werden. Die
Aussage §S[¢g] = 0 heiBt Hamiltonsches Prinzip, sie ist eine Bedingung an die
gesuchte Bahnkurve ¢(#). Nach (12.17) ist diese Bedingung dquivalent zu den
Lagrangegleichungen 2. Art:

daL 3L

68 =0 —_— = —
La] dt 9 = g,

(14.3)
Die Lagrangegleichungen der Mechanik sind also die Euler-Lagrange-Gleichungen
des Variationsproblems 4S5 = 0.

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass die Bewegung so ablduft, dass die Bahn-
kurve die Wirkung stationdr macht. Es ist dabei nicht wichtig, ob es sich bei dem
stationdiren Punkt um ein Extremum handelt. In konkreten Anwendungen macht
die Losung der Lagrangegleichungen S im Allgemeinen minimal (Aufgabe 14.1).
Daher heifit das Hamiltonsche Prinzip auch Prinzip der kleinsten Wirkung.

Die allgemeine Losung der Lagrangegleichungen enthidlt 2 f Integrations-
konstanten, da es sich um f Differenzialgleichungen 2. Ordnung handelt. Diese
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Konstanten werden entweder durch die festen Randwerte des Variationsproblems
oder durch die Anfangsbedingungen des physikalischen Problems bestimmt. Die
Angaben

Randbedingungen: oder Anfangsbedi.ngungen: (14.4)
qi(t1), qi(t2) qi(t1), qi(t1)

legen jeweils 2 f GroBen fest; insoweit sind sie gleichwertig.

Lagrangegleichungen 1. Art

Ein System von N Massenpunkten werde durch 3N kartesische Koordinaten x =
(x1,..., x3n) beschrieben. Die inneren und duleren Krifte sollen durch ein Potenzial
beschrieben werden. Dann lautet die Lagrangefunktion

3N
1
Lix &0 =2 > myiy — Uy, xay. 1) (14.5)

n
n=1

Das System unterliege den R Zwangsbedingungen
ga(x, 1) = go(x1,..c, x35,2) =0 (x=1,.., R) (14.6)
Dann gelten die Lagrangegleichungen 1. Art (7.14), die sich als
R
d oL 9L 08q
—_ - A
dr 95y 0w IR 3xy

(14.7)
=1

schreiben lassen.
Wir betrachten das Variationsproblem

n
S =S8[x]= / dt L(x, X, t) = stationdr, wobei gu(x,7) =0 (14.8)

al
Nach (13.38) wird dies durch die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir

R
LA % 1) = L0 E D+ Y ha(t) gulx, 1) (14.9)

a=1

gelost. Gegentiber (13.38) wurde das Vorzeichen von A hier anders gewihlt; dies ist
Konvention und ohne Einfluss auf das Ergebnis. Die Euler-Lagrange-Gleichungen
fiir L£* sind identisch mit (14.7). Also gilt

n
8/ dt L*(x,x,t) =0 <«— Lagrangegleichungen 1. Art (14.10)
i

In dieser Weise kann das Hamiltonsche Prinzip auch auf Systeme mit Zwangs-
bedingungen angewandt werden. Die physikalischen Zwangsbedingungen werden
zu Nebenbedingungen des Variationsproblems.
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Anmerkungen zum Hamiltonschen Prinzip

In Teil I haben wir die Grundgesetze der Mechanik in Form der Newtonschen Axio-
me angegeben. In Teil II wurden sie als Lagrangegleichungen formuliert; diese
Gleichungen sind allgemeiner und (fiir komplexe Systeme) wesentlich einfacher
aufzustellen. In diesem Kapitel haben wir das Hamiltonsche Prinzip als eine For-
mulierung eingefiihrt, die zu den Lagrangegleichungen dquivalent ist. Eine weitere
Alternative ist der Hamiltonformalismus (Teil VII).

Bei konkreten Aufgaben stellt man zunichst die Lagrangefunktion und dann
die Bewegungsgleichungen auf. Das Hamiltonsche Prinzip wird dabei meist nicht
explizit angeschrieben; es wird aber mit den Lagrangegleichungen implizit verwen-
det. Fiir allgemeine Betrachtungen (Symmetrien, Aufstellung neuer Theorien) ist
das Hamiltonsche Prinzip selbst der geeignete Ausgangspunkt. Es stellt die Grund-
lage der Mechanik in der knapper und prignanten Form

15}
5f dr £(q,§,1) =0 (14.11)
4l

dar. Dies ist eine einzige Gleichung im Gegensatz zu den f Lagrangegleichungen.

Die Aussage (14.11) setzt noch keine bestimmten verallgemeinerten Koordina-
ten voraus. Von den zu wihlenden Koordinaten wird verlangt, dass sie mit allen
Zwangsbedingungen vertréglich sind; alternativ dazu konnen die Zwangsbedingun-
gen wie in (14.8) — (14.10) hinzugefiigt werden.

In der nichtrelativistischen Mechanik ist £ die Differenz aus kinetischer und
potenzieller Energie mit der Maf3gabe, dass £ als Funktion geeigneter, verallge-
meinerter Koordinaten zu schreiben ist. Im Gegensatz zur kinetischen oder po-
tenziellen Energie ist £ aber keine physikalische Grofle (keine Messgrofle). Die
Lagrangefunktion ist vielmehr eine mathematische HilfsgroBe, die so definiert ist,
dass aus ihr die Bewegungsgleichungen folgen. Wegen der fehlenden Verbindung
mit einer physikalischen Grofe ist die Bedingung minimaler (oder stationérer) Wir-
kung nicht unmittelbar einleuchtend oder plausibel, wie dies etwa fiir die Bedingung
Upor = minimal bei der Kettenlinie oder Seifenhaut der Fall ist.

Die mathematisch eingefiihrte GroBe L(g, ¢, t) ist im Allgemeinen eine be-
sonders einfache Funktion der in Frage kommenden Variablen. Oft ist sie die ein-
fachste, mit den Symmetrien des Systems vertragliche Funktion. Wir erldutern dies
am Beispiel der Lagrangefunktion eines freien Teilchens. Die Freiheitsgrade eines
Teilchens werden durch den Ortsvektor r(#) beschrieben. Wenn wir uns auf erste
Ableitungen beschrinken, dann ist

L=L(r, 7, 1) (14.12)

ein allgemeiner Ansatz. Aufgrund der einschldgigen Symmetrien gilt:
1. Wegen der Homogenitit der Zeit kann £ nicht von ¢ abhingen.
2. Wegen der Homogenitit des Raums kann £ nicht von r abhingen.
3. Wegen der Isotropie des Raums kann £ nur von 7> abhingen.
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Damit lautet der einfachste mogliche Ansatz
L=CFi? (14.13)

Dieser Ausdruck ergibt bereits die richtigen Bewegungsgleichungen. Die Konstante
C ist ohne Einfluss auf die Bewegungsgleichungen; sie wird tiblicherweise gleich
m/2 gesetzt.

Die angefiihrten Symmetrietransformationen sind in der allgemeinen Galilei-
transformation enthalten. Dabei fillt allerdings auf, dass wir nicht die Invarianz
gegeniiber Galileitransformationen im engeren Sinn (rdaumliche Verschiebung um
vt) verlangt haben; diese Forderung liee nur noch £ = const. zu. Tatsdchlich ist
L nicht invariant unter dieser Transformation:

ﬁ ) F—>rF+v

L =
2

m m

LY==t mu i+ =02 (14.14)
2 2

Beide Lagrangefunktionen, £ und L£*, ergeben jedoch dieselben Bewegungsglei-

chungen (nédchster Abschnitt).

Auch in anderen Gebieten der Physik fiihrt oft der einfachste, mit den Sym-
metrien des betrachteten Systems vertrigliche Ansatz fiir die Lagrangefunktion zu
den richtigen Grundgesetzen. Dies bedeutet einen kaum zu tiberschitzenden Vorteil
des Lagrangeformalismus. Bei der Entwicklung neuer Theorien geht man bevorzugt
von einem Ansatz fiir die Lagrangefunktion aus.

Einen weiteren Vorteil des Hamiltonschen Prinzips werden wir im nichsten Ka-
pitel auswerten: Das Noethertheorem gibt fiir ein Variationsprinzip den Zusam-
menhang zwischen einer sehr allgemeinen Klasse moglicher Invarianzen und den
zugehorigen Erhaltungsgrofien an. Auch diese Diskussion hat Modellcharakter fiir
andere Gebiete der Physik.

Eichtransformation

Die Lagrangefunktion ist ein besonders einfacher Ausgangspunkt zur Aufstellung
der Bewegungsgleichungen. Nun kann es aber verschiedene Lagrangefunktionen
geben, die zu denselben Bewegungsgleichungen fiihren. Solche Lagrangefunktio-
nen betrachten wir als zueinander gleichwertig. Angesichts der Aquivalenz von
8§ [dt £ = 0 mit den Bewegungsgleichungen ist sofort klar, dass eine gegebene
Lagrangefunktion £ gleichwertig zu L£* = const. - £ oder zu L* = L + const.
ist.

Eine wichtige Klasse von gleichwertigen Lagrangefunktionen ergibt sich aus
den sogenannten Eichtransformationen. Dabei wird zu £ die totale Zeitableitung
einer beliebigen Funktion f (g, t) addiert,

d
ct(q?q.’t) I GC*(CL‘]»[):OC(CZ’CIJ)‘*’E f(Q»t) (1415)
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Wie bisher steht ¢ fiir (g1,..., ). Wir zeigen nun, dass &£ und £* zu denselben
Bewegungsgleichungen fiihren. Das Wirkungsintegral fiir £* lautet

15) 15
s*:/ dt £*=[ dt £+ f(q(t). 1) — flg(n). 11) (14.16)

1 1

Bei der Variation von S werden die Bahnen ¢ (¢) variiert, also

f f
55 =55+ <§—f> Sqi(t) — Y (;}_f) 5¢;(11) = 8S (14.17)
iz \%i/n 4qi /y

i : i
i=1

Da die Randwerte bei der Variation festgehalten werden, gilt 6¢g(¢1) = §q(t2) = 0
und §S* = §S; die Bedingungen §$* = 0 und S = 0 sind identisch. Die Lagrange-
funktionen £ und L£* fiihren also zu denselben Bewegungsgleichungen, sie sind
gleichwertig. Dies kann man auch direkt zeigen, indem man die Bewegungs-
gleichungen fiir £ und L£* aufstellt, Aufgabe 11.1.

Die Anderung der Lagrangefunktion unter einer Galileitransformation ist eine
solche Eichtransformation, denn der Zusatzterm in (14.14) kann als totale Zeitablei-
tung geschrieben werden (v ist hier eine Konstante):

oc*—oc—i(mv r+ﬁv2r> (14.18)
S dr 2 '
Die Eichtransformation der Lagrangefunktion hat ihren Namen von der Eichtrans-
formation der Elektrodynamik. Die Lagrangefunktion eines Teilchens im elektro-
magnetischen Feld wurde in (9.47) angegeben:

L(r 7, 1) = % P2ogor o+ LioAw (14.19)
C

Die physikalischen Felder E und B,

1 0A
E = —7§—grad§b, B=rotA (14.20)
c

sind invariant unter folgender Eichtransformation der Potenziale:

laA(r,t)

A — A+4grad A(r,t), ® - @
c dt

(14.21)
Dabei ist A(r, t) eine beliebige Funktion. Ebenso wie die Lagrangefunktion sind
die Potenziale keine physikalischen GroBen; dhnlich wie £ werden sie eingefiihrt,
weil sich mit ihnen viele Beziehungen besonders einfach darstellen lassen. Die
Transformation (14.21) ist fiir die Lagrangefunktion (14.19) von der Form (14.15):

q dA@r, 1)

L — L=L+E
c dt

(14.22)
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Aufgaben
14.1 Minimale Wirkung fiir Teilchen im Schwerefeld

Die Lagrangefunktion £(z,2) = (m/2) 2% — mgz beschreibt ein Teilchen im
Schwerefeld. Berechnen Sie das Wirkungsintegral

1o . g 5
S:/ dt L(z,z) fiir z(t):—zt + f(@)
0

Die Abweichung f () von der tatsdchlichen Bewegung sei eine stetig differenzier-
bare Funktion, die am Rand verschwindet, f(0) = f(#9) = 0. Zeigen Sie, dass die
Wirkung S[f] fiir f(¢) = 0 ihren minimalen Wert annimmt.

14.2 Agquivalenz von Lagrangefunktionen

Welche der Lagrangefunktionen

m ., m ., .
£l=§r +qgEy-r oder £2=3r —qgEy-Fit (14.23)

beschreibt ein geladenes Teilchen in einem konstanten, homogenen elektrischen
Feld E(?



15 Noethertheorem

In Kapitel 11 wurde gezeigt, dass aus den Symmetrien der Raum-Zeit von Inertial-
systemen bestimmte Erhaltungsgrofien folgen. Auf der Grundlage des Hamilton-
schen Prinzips kann der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
sdtzen wesentlich allgemeiner formuliert werden: Jede einparametrige Schar von
Transformationen, unter denen die Wirkung invariant ist, fiihrt zu einer Erhaltungs-
groBe. Diese Aussage wurde von der Mathematikerin Emmy Noether (1882 —1935)
abgeleitet.

Der Zusammenhang, den wir im Folgenden allgemein untersuchen, sei einleitend
an einem einfachen Beispiel skizziert: Hiangt im Funktional

Jyl = fdx F(y,y', x) (15.1)

der Integrand F = F(y, y’) nicht explizit von x ab, dann ist F und damit J invariant
gegeniiber der Transformation

x — xf=x+4e€ (15.2)
Dann ergibt sich nach (12.24) die Erhaltungsgrofie
Q = Fyy — F = const. (15.3)

Dies ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung fiir die gesuchte Funktion y(x). Die-
se Differenzialgleichung ist ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichung.

Die folgende Notation orientiert sich an den Anwendungen des Hamilton-
schen Prinzips. Der Zusammenhang zwischen Invarianz und Erhaltungsgrofle wird
aber ohne Bezug auf diese physikalische Interpretation abgeleitet. Wir gehen vom
Hamiltonschen Prinzip aus:

t
§S[q] = S/Zdt L£(g,¢,1) =0 (15.4)
4l

Im Argument der Lagrangefunktion

L=L>G,q,1)=LGl,s GFs Gl Gf s 1) (15.5)

verwenden wir die Abkiirzungen
q=(q1(0),....qp®) und ¢ =(qi(0),..., 4r@1)) (15.6)
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Die ¢;(t) sind beliebige (verallgemeinerte) Koordinaten oder auch kartesische Ko-
ordinaten ¢ = x = (xq, ..., Xn).

Wir betrachten nun Transformationen der Koordinaten und der Zeit, die von
einem kontinuierlichen Parameter € abhédngen:

g — qf=Wi(qg.4.t;:€) = qi+evi(q.q4.1)+ O

) ‘ ‘ ) (15.7)
> t"=®(@q,q,t5¢) =t +e€9pg,q,1) + O()

Dieser allgemeine Ansatz ldsst zu, dass die transformierten Groflen von den Ko-
ordinaten, den Geschwindigkeiten und von der Zeit abhingen. Der Parameterwert
€ = 0 entspricht der identischen Transformation. Wir beschridnken uns auf infinite-
simale Transformationen, zum Beispiel eine infinitesimale Drehung um eine Achse
anstelle einer endlichen Drehung. Die Terme der Ordnung €2 werden im Folgenden
nicht mit angeschrieben; sie sind ohne Einfluss auf das Ergebnis.

Bei der Transformation (15.7) entstehen aus den Funktionen ¢ (¢) neue, andere
Funktionen ¢*(¢*), wobei

gt = qi()+e€ Yi(gt),q@),1) (15.8)
(1) = t+e€@lq),q@),1) (15.9)

Zum Beispiel ist eine Zeittranslation t* = ¢ 4+ € von der Form (15.7) mit ¢ = 1 und
¥; = 0. Dann gilt fiir die neue Bahnkurve ¢/ (t*) = ¢;(¢). Dabei unterscheidet sich
die Funktion q[* (t*) von g; () in trivialer Weise; so wird zum Beispiel g (#) = sin(z)
zu g*(t*) = sin(t* — €). Der Stern in g* zeigt an, dass ¢*(¢*) eine andere Funktion
der neuen Variablen * ist. Die Bedingung ¢* = ¢ bedeutet, dass die Bahnkurve
selbst bei der Transformation unverindert bleibt.

Wir vergleichen nun das Funktional S[g(¢)] fiir die Bahn ¢(¢) und die Rand-
werte #; und f, mit dem Funktional $* = S[¢™*(t*)], das sich fiir die transformierte
Bahn ¢ (¢*) und die entsprechenden Randwerte ¢{ und ¢} ergibt. Wenn S§* = §,
also wenn

3 dq* 5] dg )
/t* dr* £(q*, - z*) =-/r1 dt £<q, = t) (Invarianz)  (15.10)
1

gilt, dann ist das Funktional invariant unter dieser Transformation. Da das Funktio-
nal S die Bewegungsgleichungen festlegt, ist die Invarianz $* = § der mathemati-
sche Ausdruck fiir die Symmetrie des durch £ beschriebenen Systems gegeniiber
der betrachteten Transformation. Auf der linken Seite von (15.10) ersetzen wir zu-
nichst die Integrationsvariable ¢* durch ¢,

Iy dq* %) dq* dt*
dt* L(qg*, —, ") = dt L(g*, —, t* 15.11
/tf (¢ G 7) /,l (2 )@ (10

2 d d dq* dt*
R A O e
0 dt de dt* dt J._o
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In der zweiten Zeile wurde der Integrand L£(g*, dg*/dt*, t*) dg*/dt* als Funktion
f (¢) aufgefasst und gemiB f(¢) = f(0) + f'(0) e + O (€2) entwickelt. Notwendig
und hinreichend fiir Invarianzbedingung (15.10) ist damit

d L dg* N dt* . .
T |:°C<q S t ) o :L:O =0 (Invarianzbedingung) (15.12)
Die Index € = 0 bedeutet, dass die nach e differenzierte Funktion an dieser Stel-
le zu nehmen ist. Aus der Bedingung (15.12) leiten wir eine Erhaltungsgrofe der
Form Q = Q(q, ¢, t) = const. ab. Wir verwenden dabei die Euler-Lagrange-Glei-
chungen

d oL OL

dt 3g;  9q;
Daher gelten die abzuleitenden Aussagen nur fiir die tatsidchliche Bahnkurve. Aus
(15.8) und (15.9) folgt

dr* de(q.q.1) dg

— 1 142 15.14
a4 teu (15.14)

(15.13)

und

dgf  dqf di . dy; de .o, Ay dy
ar — arar  \ Ty €ar) Taitegmedigy (319

Die Terme O (¢2) werden wie oben vereinbart nicht mit angeschrieben. Wir werten
(15.12) aus

d . dy; . do do
E[£(q,+ew,, qi 7 —quE,ter)(lnLeE S
f f
9L AL di; ) d<p AL de
= 3g; ! +i=1 ag; dt Z 9 REFTI e
f
d aL dL dy AL
N R = _0 15.16
dtzaq‘,-w+( ;Bq )d:+‘p o1 (15.16)

i=1 =1

Da das Ergebnis an der Stelle ¢ = 0 zu nehmen ist, stehen jetzt im Argument von
L = L(q, g, t) wieder die nichttransformierten GroBen. Mit (9.35),

f
d oL oL
— | L - —qi | = — 15.17
d ( ; ag; ! ) ot (15.17)
erhalten wir aus (15.16)

f f
d dg* dr* d oL oL
— | L(qg%, Lt = — — Y L — — q; =0
de|: <q dr* ) dt i|€=0 dt[;aqil/f'+( iZ:BQ»q’)(p]

(15.18)
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Die Invarianzbedingung (15.12) bedeutet, dass die linke Seite verschwindet. Damit
lautet das Noethertheorem: Ist ein Funktional S[q] invariant unter einer einparamet-
rigen Transformationsschar (15.7), so folgt daraus die Erhaltungsgrofie

. Lo oL\ .
Q:Q(!],q,t):;a—qil/fi—i— £_§8_c}iq[ @ = const. (15.19)

Dies ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung. Sie gilt fiir die tatséchlichen Bahnen
und ist damit ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen.

Das Vorgehen bei der Anwendung des Noethertheorems ist folgendes: Zunéchst
schreibt man die Funktionen v; und ¢ in (15.7) fiir die ins Auge gefasste Transfor-
mation auf. Dann tiberpriift man durch Auswertung von (15.12), ob die Symmetrie
gegeniiber diesen Transformationen vorliegt. Dies hingt iiber o£ von dem zu unter-
suchenden System ab. Wenn die Invarianzbedingung erfiillt ist, bestimmt man aus
L, ¥ und ¢ die Erhaltungsgrofie Q.

Wir fassen zusammen: Das Noethertheorem verbindet eine Symmetrie, die in
der Invarianz gegeniiber einer einparametrigen Transformation besteht, mit einer
Erhaltungsgrofe:

Symmetrie: ErhaltungsgroBe:

Noether
—

§* =8 oder (15.12) 0 = Q(q,q,t) = const.

(15.20)

Wir betrachten zwei einfache Beispiele:

1. o£ hinge nicht explizit von ¢ ab, also £ = L(g;, ¢;). Wir betrachten daher die

Transformation
qF =qi, Yi =0
(15.21)
t*=t+e, =1
Daraus erhalten wir
dr* dq<* dq,'
*t*) = qi (1), =1 d L=— 15.22
G =a@). — und —L = = (15.22)
Wir werten die Invarianzbedingung (15.12) aus:
d £(qf dqf) W o4 i =0 (15.23)
de |\ ar ) ar | _g T de TR0 '
Da die Invarianzbedingung erfiillt ist, folgt
NV
Q=L-)" a0 4= const. (15.24)

i=1

Fir £ =) m; )'cl.z /2 — U (x) (mit kartesischen Koordinaten ¢; = x;) ist —Q
gleich der Energie E des Systems.
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2. £ hinge nicht explizit von einer bestimmten Koordinate g ab, also £ =
L(G1sor Gh—15 Gkt15--» GF s 415-.-, Gf» ). Wir betrachten daher die Transfor-

mation
g =qi +€dix, Vi =30k
(15.25)
t*=t, ¢=0
Hierfiir gilt
dg;  dqx
= 15.26
dt* dt ( )
Wir werten die Invarianzbedingung (15.12) mit Hilfe von (15.25) und (15.26)
aus:
d £< o, dai t*) a4 g an=0 (15.27)
de |\ ar ) ar | Tae YT '
Hierbei wurde d.L£/9d¢g; = 0 beriicksichtigt. Da die Invarianzbedingung erfiillt
ist, gilt
oL
Q = — = pr = const. (15.28)
Gk

Dies ist der zur Koordinate ¢, gehorige verallgemeinerte Impuls py.

In dieser Weise erhalten wir alle aus Kapitel 9 und 11 bekannten Aussagen. Das
Noethertheorem ist dariiberhinaus von Vorteil fiir allgemeinere Lagrangefunktio-
nen und Lagrangedichten, in denen nicht von vornherein klar ist, welches die Er-
haltungsgrofien sind. AuBBerdem konnen wir nach einer einfachen Erweiterung (im
folgenden Abschnitt) auch in der Punktmechanik Symmetrien (sphérischer Oszil-
lator, Keplerproblem) behandeln, die nicht in den Rahmen der in Kapitel 9 und 11
behandelten Symmetrien passen.

Erweitertes Noethertheorem

Wir sind in (15.10) von der Invarianzbedingung S* = § ausgegangen. Da die Be-
wegungsgleichungen dquivalent zu 6 = 0 sind, geniigt fiir die Symmetrie auch die
schwichere Bedingung §S* = 45, also

*

t3 dq %) dq
5 dt*£< *,—,r*):@/ dt£(,—,t> Invari 15.29
[{‘ q e ; q 7 (Invarianz)  ( )
Nun wissen wir aus (14.15)—(14.17), dass zu £ die totale Zeitableitung einer Funk-
tion f(q,t) addiert werden kann, ohne dass dies §S dndert. Wenn der durch die
Transformation entstandene Zusatzterm in (15.11) eine solche Zeitableitung ist,

d £< . dq* t*) dt* d Fl.n)  (nvarianzbed )

— , —, = — R nvarianzbedingun

de T g dt Je_o dt 1 gung
(15.30)

dann ist (15.29) erfiillt. Dabei kann f(q,t) = f(q1,..., qf, t) eine beliebige Funk-
tion der Koordinaten und der Zeit sein.
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Wir ersetzen nun in der obigen Ableitung (15.12) durch (15.30). Dann tritt der Term
df/dt auf der rechten Seite von (15.16) und (15.18) auf und wir erhalten das erwei-
terte Noethertheorem: Erfiillt .£ bei einer Transformation (15.7) die Invarianzbedin-
gung (15.30) mit einer bestimmten Funktion f (g, t), so ist

7

L
Q= Z—l/fz ( —Za—qqi)tp—f(q,t)zconst. (15.31)

i=1

fiir die tatsédchliche Bewegung eine Erhaltungsgrofe.

Galileiinvarianz

Die Invarianz unter einer Galileitransformation bezeichnen wir als Galileiinvarianz.
Fiir ein System aus Massenpunkten leiten wir die zugehorige Erhaltungsgrofie ab.
Wir untersuchen dazu die spezielle Galileitransformation

xf=x+et, y'=y, =z, t'=t (15.32)
fiir ein abgeschlossenes System aus N Massenpunkten,
var - Z Z U1y — 1) (15.33)
v=1 pu=v+l

Um die obigen Formeln anwenden zu konnen, stellen wir die N Ortsvektoren r,
durch 3N Kkartesische Koordinaten x,, dar:

Xn = X3p4j-3 =Ty € (15.34)

Der Teilchenindex v 1duft von 1 bis NV, der Index j von 1 bis 3, und n von 1 bis 3N.
Die Transformation (15.32) ist fiir die x-Koordinate jedes Teilchens auszufiihren,
also

X3,y = X2+ €L, Y32 =t
X3 = X3u-1, V3u—1 0
v ! ! (15.35)
X3, = X3, Y3 =0
" = t, ¢ =0
Bei die Auswertung der Invarianzbedingung verwenden wir
dx;;vfz . dx;ufl . dx;v .
e A2 +e, e vl prralalEl (15.36)
und o
t
ry—ryl=Iry,—rul, =1 (15.37)
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Damit wird (15.30) zu

d £( T dx3,_, dx3,_, dx}, )dl*
de | T\ Ty T Tl T T T ) ar |
d . . .
= |7 £( sy =yl X302 FE X3v71,x3u,~~->
e=0

N

d
= ZaX3 72—vax3v 2= varv er=— MR-e; (1538)

=1 v=1 v=1

Im letzten Schritt haben wir die Schwerpunktkoordinate R = ) m,r,/M einge-
fiihrt. Wir sehen, dass die Invarianzbedingung (15.30) mit der Funktion f,

f=Y mr, e, =MR-e (15.39)

v=1

erfiillt ist. Dann folgt aus (15.31) die Erhaltungsgrofie

N

9L :

0= " Y32 fx.)=M@Rt—R)-e; =const.  (15.40)
—1 0X3y-2

Die Symmetrie gilt in gleicher Weise fiir eine spezielle Galileitransformation in y-
und z-Richtung. Daher gilt )
Rt — R = const. (15.41)

Dies sind drei Erhaltungsgrofien. Sie konnen zu
R(t)y=At+ B (15.42)

aufintegriert werden. Das gleiche Ergebnis ergibt sich auch aus der Translations-
invarianz von (15.33). Aus der Invarianz gegeniiber r’ = r, + € folgt ja (wie in
Kapitel 11 gezeigt) die Erhaltung des Schwerpunktimpulses MR = const. Auch
hieraus erhélt man (15.42).

Abgeschlossene Systeme sind invariant unter der 10-parametrigen Gruppe der
Galileitransformationen. Wie schon in Kapitel 11 gezeigt, ergeben sich hieraus 10
Erhaltungsgrofien, und zwar die Energie E, der Impuls P, der Drehimpuls L und
die GroBe R — R1t.

Weitere Beispiele! fiir Symmetrien, auf die das erweiterte Noethertheorem an-
zuwenden ist, sind der harmonische Oszillator (SU(3)-Symmetrie, Aufgabe 15.4)
und das Keplerproblem (Lenzscher Vektor, Aufgabe 17.1).

! American Journal of Physics 45 (1977) 336 und 39 (1971) 502
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Aufgaben
15.1 Symmetrie des Potenzials U = a/r?

Zeigen Sie, dass die Wirkung fiir ein Teilchen im Potenzial U (r) = ot/r2 invariant
ist unter der einparametrigen Transformation

r =ur, t* =22t
Geben Sie die zugehorige Erhaltungsgrofle an und vereinfachen Sie diese mit Hilfe
des Energieerhaltungssatzes.

15.2 Teilchen im homogenen elektrischen Feld

Ein geladenes Teilchen im konstanten, homogenen elektrischen Feld kann durch die
Lagrangefunktion

. m
L(r,7) = 5 r2+qE0-r
beschrieben werden. Das System ist invariant unter rdumlichen Translationen. Lei-
ten Sie die zu dieser Symmetrie gehorende Erhaltungsgrofie ab.
15.3 Translationsinvarianz im Vielteilchensystem

Die Lagrangefunktion eines abgeschlossenen Systems aus N Massenpunkten sei

1y, LY
£:§Zm"’v‘z Y Unllry —rul) (15.43)

v=1 v=1 pu=v+l

Zeigen Sie die Invarianz unter der Translation rj; = r, + €, und geben Sie die
zugehorige Erhaltungsgrofle an.

15.4 Erhaltungsgrofien des sphdrischen Oszillators

In geeigneten Einheiten lautet die Lagrangefunktion des sphirischen harmonischen
Oszillators

3
1 .2 2
L = 3 Z (xi — X; )
i=1
Zeigen Sie, dass die Transformationen
xF = x; +§ (S b+ 8uie),  t*=t (15.44)

die Variation der Wirkung (und damit die Bewegungsgleichungen) invariant lassen.
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In (15.44) konnen k und [ die Werte 1, 2 und 3 annehmen; es handelt sich also
um 9 mogliche Transformationen. Bestimmen Sie die zugehorigen 9 Erhaltungs-
grolen Qy;. Zeigen Sie, dass dies die Energie- und Drehimpulserhaltung impliziert.
Hinweis zum Drehimpuls: Zeigen Sie, dass

3

1
F=75 D € (QuQu—0f)

k=1

fiir die Drehimpulskomponenten ¢; gilt. Dabei ist €;4; das Levi-Civita-Symbol (hat
nichts mit dem € in (15.44) zu tun).
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16 Zweikorperproblem

Wir untersuchen die Bewegung von zwei Korpern in einem abgeschlossenen Sys-
tem. Hierzu gehoren das Keplerproblem, die klassische Behandlung des Wasser-
stoffatoms, die Rutherfordstreuung und die Dynamik eines zweiatomigen Molekiils
(Vibrationen, Rotationen).

Die beiden Korper werden als Massenpunkte (Orte r;, Massen m;, i = 1, 2) behan-
delt. Die auftretenden konservativen Krifte werden durch ein Zentralpotenzial der
Form U (|r; — r»|) beschrieben; dullere Krifte treten im abgeschlossenen System
nicht auf. Damit lautet die Lagrangefunktion
.. mp ., m2 .,

L(ry,ra, 11,12) = > i +7r2 —U(lr1 —ra)) (16.1)
Die Lagrangegleichungen hierfiir stellen ein gekoppeltes System von sechs Diffe-
renzialgleichungen 2. Ordnung dar. Die Symmetrien des Problems,

1. Symmetrie gegeniiber Translationen
2. Symmetrie gegeniiber Rotationen

3. Symmetrie gegeniiber Zeittranslationen

fiihren zu ErhaltungsgroBen, die die schrittweise Vereinfachung des Problems er-
moglichen:

1. Erhaltung des Schwerpunktimpulses: Reduktion zu einem Einteilchenpro-
blem

2. Erhaltung des Drehimpulses: Reduktion zur Radialgleichung

3. Erhaltung der Energie: Reduktion zu einer Differenzialgleichung 1. Ordnung.

Die Losung der verbleibenden Differenzialgleichungen kann als ein Integral ange-
geben werden. Zur Ausfithrung dieses Integrals muss U (r) spezifiziert werden.

Das hier skizzierte Vorgehen ist ein Paradebeispiel fiir das Ausnutzen von Sym-
metrien bei der Losung physikalischer Probleme. Die aufgefiihrten Symmetrien
sind nicht davon abhingig, ob das System klassisch oder quantenmechanisch be-
handelt wird. Sie werden daher in dhnlicher Weise bei der quantenmechanischen
Losung des Wasserstoffatoms ausgenutzt.

131
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Reduktion zum Einteilchenproblem

Die Symmetrien treten in der Lagrangefunktion deutlicher hervor, wenn man ge-
eignete verallgemeinerte Koordinaten einfiihrt. Fiir die Translationsinvarianz sind
dies die Schwerpunkt- und Relativkoordinaten, fiir die Drehinvarianz Kugel- oder
Zylinderkoordinaten.
Durch
R=T M (16.2)
mj +my
fithren wir die Schwerpunktkoordinate R und die Relativkoordinate r ein. Wir 16sen
(16.2) nach r| und r, auf:
mj mj
ri=R+———r, rho=R——r (16.3)
my +ma my 4 ma
Fiir (16.1) ist dies eine Transformation zu neuen, verallgemeinerten Koordinaten.
Wir setzen (16.3) in (16.1) ein und erhalten
M "o

£=Lr i R) = = '2+E 2 —U(r) (16.4)

Dabei haben wir die Gesamtmasse M und die reduzierte Masse u eingefiihrt:

miymy

M =m;+ms, n= (16.5)

N miy + my
Wegen der Translationssymmetrie des Systems ist R eine zyklische Koordinate, und
der zugehorige verallgemeinerte Impuls (Schwerpunktimpuls) ist konstant:

oL .

R = MR =const., also R(t)=At+ B (16.6)
Der Schwerpunkt bewegt sich lings einer Geraden mit konstanter Geschwindig-
keit. Die Losung von R(¢) geht aulerdem nicht in die Bewegungsgleichung von
r(t) ein; die Bewegungsgleichungen sind entkoppelt. Dies gilt generell, wenn die
Lagrangefunktion keine Kopplungsterme enthilt, also von der Form

L, R, 7, R) = L1(R, R) + La(r, F) (16.7)

ist. Wegen der Entkopplung der Bewegungsgleichungen konnen wir uns auf die
Diskussion von £, beschrinken. Wir haben also nur noch das Einteilchenproblem
mit

Lo =L(r,F) = % 2 —U®r) r=1r)) (16.8)

zu losen. Im Folgenden bezeichnen wir £, wieder mit J£. Die Lagrangefunktion
(16.8) beschreibt ein fiktives Teilchen der Masse ., das sich in einem Zentralpoten-
zial U (r) bewegt. Fiir m| < my (zum Beispiel mpianet << Msonne) gilt & & m1; und
die Bewegung des fiktiven Teilchens ist ndherungsweise gleich der des Korpers 1.
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Wir fiihren nun Zylinderkoordinaten ein, r := (p, ¢, z). Mit (10.26) und rr =
,02 + z2 erhalten wir

L. wor. . .
L(p.2.p D) =3 (p2+p2g02 +12) U (\/p2 +z2) (16.9)
Damit lauten die Lagrangegleichungen:
.. . aU
wp = pup¢t—— (16.10)
ap
d .
- (np?g) =0 (16.11)
U
Wi = —— (16.12)
0z

Es ist zweckmiBig, die Zeitableitung in der Gleichung fiir ¢ (¢) nicht auszufiihren.

Reduktion zur Radialgleichung
Nach (3.7) ist der Drehimpuls fiir eine Zentralkraft erhalten:
£ = pur x i = const. (16.13)

Diese Erhaltungsgroffe kann man auch wie in Kapitel 11 aus der Isotropie des
Raums ableiten, oder aus dem Noethertheorem als Folge der Invarianz der Lagran-
gefunktion unter beliebigen Drehungen.

Wir legen nun die z-Achse unseres Bezugssystems in £-Richtung:

L="Ve, (Wahl des IS) (16.14)

Diese Festlegung ist nur deshalb moglich, weil die Richtung von £ konstant ist;
andernfalls wire das so spezifizierte Bezugssystem kein Inertialsystem. Aus £ =
ur xr| e;folgtr L e, und damit

2()=0 (16.15)

Die gesamte Bahnkurve liegt in der x-y-Ebene. Wir setzen z = 0 in die Bewe-
gungsgleichungen ein'. Gleichung (16.12) ist dann trivial erfiillt. Die Bewegungs-
gleichung (16.11) ist gleichbedeutend mit

wp()?¢(t) = £ = const. (16.16)

'Man erhilt auch das richtige Ergebnis, wenn man z(z) = 0 in die Lagrangefunktion (16.9) ein-
setzt. Grundsitzlich ist es aber unzulissig, eine Teillosung wie z(¢) = 0 oder eine Erhaltungsgrofie
in &£ einzusetzen, denn £ ist keine physikalische GroBe. Beispiel: Fiir £ = T — U gelte Energie-
erhaltung, T + U = E( = const. Das Einsetzen von T = Eop — U in £ ergidbe Unsinn, ndmlich
£ = Eo — 2U. Fiir £ ist die funktionale Abhingigkeit von den Koordinaten und Geschwindigkei-
ten entscheidend. Im Gegensatz dazu konnen Bewegungsgleichungen und Erhaltungssitze immer
ineinander eingesetzt werden.
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Wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse ist ¢ eine zyklische Koordinate in
(16.9). Die zugehorige ErhaltungsgroBe ist die z-Komponente des Drehimpulses.
Damit haben wir £ = const. zweimal benutzt: Zuerst die Konstanz der Richtung
(16.14) und dann die Konstanz des Betrages.

In die Bewegungsgleichung (16.10) setzen wir z = O und ¢ = ¢/ (up?) ein:

¢ du
wp=—s - ) (Radialgleichung) (16.17)
np dp

Der erste Term auf der rechten Seite dieser Radialgleichung kann als Zentrifugal-
kraft interpretiert werden. Im zweiten Term steht jetzt die gewohnliche Ableitung,
weil U nicht mehr von z abhingt.

Energieerhaltung

Die Lagrangefunktion (16.9) hingt nicht explizit von der Zeit ¢ ab; dies bedeutet,
dass das System symmetrisch unter Zeittranslationen ist. Aus d.£/d¢ = 0 und (9.36)
folgt

oL , oL oL

T 9L o 9L, 16.18
op " T ag T T o
_ %(/52+p2¢2+z'2)+U<\/m>=C°nSt'

Diese Erhaltungsgrofe ist gleich der Energie £ = T + U des Einteilchenproblems.
Wir setzen hierin z = O und ¢ = £/(up?) ein:

2
Mmoo
Joad
2Pt

+U(p) (16.19)

Dies ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung fiir p(#). Wenn wir die Losung p (¢)
in (16.16) einsetzen, erhalten wir durch eine weitere Integration ¢(¢). Die voll-
standige Losung des Zweikorperproblems liegt damit in folgender Form vor:

R(t)=At+B
p(t) aus (16.19) (16.3)

o) aus(16.16) = ray [ 11O 20 (16:20)
z(t) =0

Die allgemeine Losung der sechs Differenzialgleichungen 2. Ordnung fiir r(¢) und
ro(t) muss 12 Integrationskonstanten enthalten. Die Schwerpunktbewegung wird
durch die sechs Integrationskonstanten A und B festgelegt. Die Wahl z(r) = 0
impliziert die Festlegung von zwei Integrationskonstanten. Die Erhaltungsgrofien ¢
und E stellen je eine Integrationskonstante dar. Je eine weitere Konstante ergibt sich
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bei der Integration von (16.16) und (16.19). Alle 12 Integrationskonstanten werden
durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Die beiden Integrationskonstanten der
z-Bewegung treten nicht explizit auf, weil wir uns von vornherein auf z(r) = 0
festgelegt haben.

Wir halten uns noch einmal den Weg der jetzt erreichten Losung vor Augen:
Die Translationsinvarianz impliziert die Erhaltung des Schwerpunktimpulses; da-
mit kann die Schwerpunktbewegung trivial berechnet werden. Die Drehinvarianz
impliziert die Erhaltung des Drehimpulses der Relativbewegung; damit ist die Be-
wegung auf eine Ebene beschrinkt und die Winkelbewegung durch ¢ = wp?¢
festgelegt. Die zeitliche Translationsinvarianz impliziert die Energieerhaltung; da-
mit erhilt man eine Differenzialgleichung 1. Ordnung. Mit £ = p 0% ¢ kann sie als
Differenzialgleichung fiir die Radialbewegung p(¢) allein geschrieben werden.

Losung

Wir geben die Losung fiir p(¢) und fiir die Bahnkurve in Form von Integralen an.
Dazu schreiben wir (16.19) als

s - _ 12(p e 16.21
p=_= ;( - (p)_Zup2> (16.21)

Als Anfangsbedingung nehmen wir p(fg) = po an; der Zeitpunkt 7 ist willkiirlich
(etwa to = 0). Wir integrieren (16.21) von fy bis ¢:

t:to—f—/pdp’\/ “/22 . (16.22)
0 E—-U(p)—>/(2pp"”)

Die Ausfiihrung dieses Integrals ergibt eine Funktion ¢t = #(p), woraus p = p(t)
folgt. Ob und wie (analytisch, numerisch) das Integral gelost und die erhaltene
Funktion nach p aufgelost werden kann, hingt vom Potenzial U (p) ab.

Das durch (16.22) bestimmte p(¢) konnen wir in (16.16) einsetzen und daraus
durch eine weitere Integration ¢(¢) bestimmen. Man kann aber auch zunichst die
Bahnkurve p = p(¢) ohne Bezug auf den zeitlichen Verlauf angeben; zusammen
mit p = p(t) legt auch dies die Losung vollstindig fest. Aus (16.21) und (16.16)

erhalten wir
do de dt ¢ 2 ¢2
T = 7 —(E-U — 16.23
dp dt dp MPQ/\/M< ) 2up2> (16239

Dies integrieren wir zur Bahnkurve ¢ = ¢(p):

E/ﬂ/z

o
Q= <.00+/ dp’ = (16.24)
woJ2u(E-UG)) - 0
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Diskussion der Bewegung

Auch ohne explizite Losung der Integrale des letzten Abschnitts lassen sich anhand
von (16.19) und (16.16) qualitative Aussagen iiber die Bewegung machen. Konkret
diskutieren wir die Potenziale

—a/p
o p?
U(p) = ) (16.25)
a (p — po)
—a/p?
Wegen z = 0 sind die Argumente r = /2 + z2 und p austauschbar:
U(r)=U(p) (16.26)
Der erste Fall in (16.25) bezieht sich insbesondere auf
_ Gmums Gravitationspotenzial
U@r) = r (16.27)
9142

Coulombpotenzial
,

Das Gravitationspotenzial tritt im Keplerproblem auf, also etwa bei der Planeten-
bewegung im Sonnensystem. Das Coulombpotenzial beschreibt die Wechselwir-
kung im Wasserstoffatom oder bei der Rutherfordstreuung. Fiir (16.27) sind die In-
tegrale (16.22) — (16.24) elementar 16sbar. Dies gilt auch fiir den Oszillator, also den
zweiten und dritten Fall in (16.25). Der dritte Fall beschreibt etwa die Rotationen
und Vibrationen eines zweiatomigen Molekiils; dabei ist pg der Gleichgewichts-
abstand der beiden Atome. Im letzten Fall U = —a/p> ergeben sich elliptische
Integrale, die nicht elementar zu 16sen sind.

Wir diskutieren die Bahnbewegung graphisch. Dazu beziehen wir uns auf die
Beispiele (16.25); diese Diskussion ist aber leicht auf andere Potenziale iibertragbar.
Wir gehen von

wo.
E =2 p* + Ueii(p) (16.28)
mit dem effektiven Potenzial
€2
Uetr(p) = U(p) + 5— (16.29)
2up

aus. Man zeichnet nun den Graphen von Ugs(p) an, Abbildung 16.1—16.3. Dann
gibt der Abstand zu der Horizontalen £ = const. die jeweilige kinetische Energie
wp?/2 in p-Richtung an (Abbildung 16.1). Je nach Vorzeichen von p lduft das
Teilchen zum Zentrum hin oder nach auflen. Dabei ist die Bewegung auf Bereiche
beschrinkt, fiir die £ — Uegr > 0 gilt. An den durch

E = Ues(0i) (Umkehrpunkte) (16.30)

gegebenen Stellen p; kehrt sich die Richtung der p-Bewegung um.
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Uest

Pmin Pmax 1Y

Abbildung 16.1 Das effektive Potenzial Uey = o p> + £2/2p? fiir @ > O und £ /4~0
als Funktion von p. Die kinetische Energie 1 5%/2 in radialer Richtung ist gleich dem ver-
tikalen Abstand zwischen U, und der Horizontalen E = const. Fiir dieses Potenzial ist nur
eine gebundene Bewegung (ii) moglich; dabei oszilliert das Teilchen zwischen den Um-
kehrpunkten pyi, und ppax. In der p-¢-Ebene ist die Bahn eine Ellipse, deren Mittelpunkt
mit dem Zentrum des Potenzials zusammenfillt.

Uetr
1
E 4 Q)
i i i
10 0 p min ,Omax ,0
il
B M

Abbildung 16.2 Das effektive Potenzial Ut = —a/p + £2/2u p? fiir @ > O und £ /=0
als Funktion von p. Fiir E = E, < 0 ist die Bewegung gebunden, fiir £ = E; > 0 dagegen
ungebunden. Die gebundene Bewegung (ii) oszilliert zwischen den Umkehrpunkten ppyin
und ppax. In der p-@-Ebene ist die zugehorige Bahn eine Ellipse, deren einer Brennpunkt
mit dem Zentrum des Potenzials zusammenfillt. Bei der ungebundenen Bewegung (i) nidhert
sich das Teilchen bis auf einen minimalen Abstand p, und entfernt sich dann wieder; in der
p-¢-Ebene ist die Bahn eine Hyperbel.
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Ukt
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E, (iii)
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Es (i) @)
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pmax po )0

Abbildung 16.3 Das effektive Potenzial U = —a/p® + £2/2up? fir @ > Ound £ /=0
als Funktion von p. Die ungebundene Bewegung (i) ist eine Streuung mit dem Umkehrpunkt
po- Die ungebundene Bewegung (iii) verlduft durch das Zentrum; wegen U (0) = —oo ist
dies allerdings kein realistisches Modell. Die gebundene Bewegung (ii) verlduft ebenfalls
durch das Zentrum, sie ist aber auf den Bereich p < pn.x beschrinkt.

Abbildung 16.4 Skizze einer moglichen
gebundenen Bahn in einem Zentralfeld.
Die Bewegung findet in der p-¢-Ebene
zwischen p = ppyip und p = pmax Statt.
Die Teilstiicke zwischen p;, und ppax ha-
ben immer die gleiche Form. Fiir spezi-
elle Potenziale (Gravitations- und Oszilla-
torpotenzial) ergibt sich eine geschlossene
Bahnkurve.
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In Abbildung 16.1-16.3 betrachten wir mogliche Bewegungsabliufe fiir ver-
schiedene Potenziale. Dabei ergeben sich folgende Bewegungstypen, die in den
Abbildungen jeweils mit (i) bis (iii) gekennzeichnet sind:

(i) Streuung: Ein Teilchen kommt aus dem Unendlichen und fliegt bis zu einem
Umkehrpunkt py. Die AbstoBung bei pg wird durch die Zentrifugalbarriere
fiir ¢ /=0 hervorgerufen. Bei pg kehrt sich die Richtung der p -Bewegung um,
und das Teilchen fliegt vom Zentrum weg (p — 00). Einen solchen Vorgang
nennt man Streuung. Uber £ = 11 p? ¢ legt p(t) die Winkelbewegung fest. Das
Teilchen wird daher bei der Streuung um einen bestimmten Winkel abgelenkt,
der von £ abhingt. Eine solche Bahnkurve ist fiir die Potenziale U = —a/p
und U = —a/p> moglich, nicht aber beim Oszillatorpotenzial.

(ii)) Gebundene Bewegung: Sie entsteht, wenn ein physikalisch zugénglicher Be-
reich (E — Uegr > 0) durch zwei Losungen von (16.30), pmin und pmax, ein-
gegrenzt ist. Hierzu gehoren insbesondere die Planetenbahnen (Abbildung
16.2).

(iii) Fall ins Zentrum: Fiir £ = 0 und ein attraktives, nichtsinguldres Potenzial
lduft das Teilchen durch das Zentrum hindurch. Wenn das Potenzial attraktiv
und singulér ist (etwa U(p) = —a/p), dann wird die Geschwindigkeit bei
p = 0 unendlich, und das Modell ist unrealistisch.

Wenn ein attraktives Potenzial U (p) fiir p — O stérker als 1/ p? wichst, dann
kann das Teilchen auch fiir £ /=0 bis ins Zentrum (p = 0) gelangen. Dieser
Fall ist fiir U = —a/p? in Abbildung 16.3 skizziert.

Wir diskutieren die gebundene Bewegung zwischen pmin und pmax noch etwas ein-
gehender. Sie ist in der p-¢-Ebene durch die Kreise p = pmin und p = pmax be-
grenzt, Abbildung 16.4. Bei p = ppin oder p = pmax ist p = 0, und ¢ = E/(,upz)
hat immer denselben Wert. Hieraus und aus der Isotropie des Potenzials folgt, dass
die Form der Bahnkurve zwischen jeweils zwei Umkehrpunkten gleich ist. Die ge-
samte Bahn ist also durch eine Teilschleife festgelegt. Zwischen zwei zeitlich auf-
einander folgenden Bahnpunkten mit p = pmax (oder pmin) ergibt sich ein Winkel
Ag, den wir mit (16.24) berechnen kénnen:
Pmax e/ ,02

Ap =2 dp (16.31)
Pmin 2“’ [E - Ueff(p)]

Fiir das 1/p -Potenzial ergibt sich Ap = 2m, also eine geschlossene Bahn. Wie wir
im nédchsten Kapitel sehen werden, ist dies eine Ellipse mit einem Brennpunkt bei
p = 0. Es ist auch moglich, dass nach n Umldufen n Ap = 2m 7 gilt, das heilt die
Bahn schlief3t sich erst nach mehreren Schleifen. So gilt fiir das Oszillatorpotenzial
2 Ap = 2m; die Bahnkurve ist eine Ellipse mit p = ppi, als einbeschriebenem
Kreis. Im Allgemeinen (fiir A¢ /=27 (m/n)) ist die Bahn aber nicht geschlossen.
Sie kommt dann jedem Punkt der Ringfldche in Abbildung 16.4 beliebig nahe, wenn
die Bewegung nur lange genug verfolgt wird.
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Aufgaben
16.1 Zur Wahl der verallgemeinerten Koordinaten

Fiihren Sie in der Lagrangefunktion fiir zwei Teilchen (Massen m; und m»>) mit
dem Potenzial U (|r; — rj|) die verallgemeinerten Koordinaten ¢ = r; + r, und
r = rj — rj ein. Zeigen Sie, dass g eine zyklische Koordinate ist. Warum ist diese
Wahl der Koordinaten ungiinstiger als die Wahl R = (mr; +mory)/M mit M =
mi+myundr =r; —ry?

16.2 Einsetzen von Erhaltungsgrofien in die Lagrangefunktion

Die Lagrangefunktion
.o nor. .
LB, ¢, p) = <02 +0° <p2> —-U(p)

beschreibt die Bewegung im Zentralpotenzial. Wenn man in £ mit Hilfe von
¢ = pp*¢ die GroBe ¢ eliminiert, erhilt man eine Funktion «£'(p, p). Ist £ ei-
ne korrekte Lagrangefunktion?

16.3 Bahnkurven im sphdrischen Oszillatorpotenzial

Ein Teilchen bewegt sich im Oszillatorpotenzial
Ur)=ar’? mit a=pw’/2>0 (16.32)

Diskutieren Sie die Bewegung zunichst qualitativ anhand einer Skizze des effekti-
ven Potenzials. Berechnen Sie dann die Bahnkurven p = p(¢). Welche Form haben
die Bahnkurven? Bestimmen Sie ppmin und pmax und skizzieren Sie eine Bahnkur-
ve. Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit der Losung der Bewegungsgleichungen
ui# = —gradU(r) in kartesischen Koordinaten.



17 Keplerproblem

Wir Iosen die Bewegungsgleichungen fiir das 1/r-Potenzial. Diese Losung be-
schreibt niherungsweise die Bewegung eines Planeten im Feld der Sonne (Kepler-
problem).

Sowohl das Newtonsche Gravitationspotenzial wie das elektrostatische Coulomb-
potenzial sind von der Form

o
Ur)y=-- (17.1)
r
Dabei ist
G Gravitati tenzial
o = mypmz ravitationspo e.n21a (17.2)
—q192 Coulombpotenzial

Abbildung 16.2 zeigt das effektive Potenzial

V(o) = =% + =2
i(0) = ——
¢ o 2up?

fiir « > 0. Da die Bahn in der p-¢-Ebene verlduft, gilt r = p.
Mit (16.24) berechnen wir die Bahnkurve
¢/p? . t/p—palt

= | d = arccos —————— +const. (17.4)
v / r V2WE 4+ 2pal/p — €2/p2 V2UE + pla?/e?

Wir wihlen die Bezugsrichtung von ¢ so, dass die Konstante verschwindet. Mit
dem Parameter

(17.3)

EZ
p=— (17.5)
no
und der Exzentrizitiit
2E (2
e= 1+ 3 (17.6)
o
wird (17.4) zu
P o 14ecosg (7.7
0

Diese Gleichung beschreibt Kegelschnitte, und zwar

e>1 E >0  Hyperbel
e=1 E=0  Parabel (17.8)
e<1l E <O Ellpse

Der Kreis (¢ = 0) ist eine spezielle Ellipse.

141
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Wir betrachten zunichst die gebundene Bewegung (E < 0, & < 1) im attrakti-
ven Potenzial (¢ > 0, p > 0). Hierfiir fiihren wir die positiven Grofen

p p

ein. Mit p = /x2 + y2 und cos ¢ = x/+/x2 + y2 wird (17.7) zu
(x+ae)?
_ = =1 (17.10)
a’ b?

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b. Die Lingen a, b
und p sind in Abbildung 17.1 eingezeichnet.

Keplersche Gesetze

Wir diskutieren die Ellipsenlosung fiir ein System, das aus der Sonne und aus einem
Planeten besteht. Die Koordinaten bezeichnen wir mit 7y = rgopne = ro und r| =
FPlanet = Fp. Als Bezugssystem nehmen wir das Schwerpunktsystem (SS) mit R =
0; wegen (16.6) ist dies ein Inertialsystem. Dann gilt nach (16.3)

ro=rn=R-—ir = —Tlr~0 (17.11)

rP=r1=R+%rS=S %r ~r (17.12)

Die beiden Korper durchlaufen gegenldufige Ellipsenbahnen, wobei der gemeinsa-
me Schwerpunkt in einem der Brennpunkte der Ellipse liegt. Die im letzten Aus-
druck angegebene Néherung gilt fiir mp < m und ergibt das 1. Keplersche Gesetz:
,,.Die Planetenbahnen sind Ellipsenbahnen mit der Sonne in einem Brennpunkt®.
Bei dieser Nidherung werden Terme der Ordnung mp/m¢ vernachldssigt; fiir den
schwersten Planeten, den Jupiter, sind sie von der Grofie 1073,

Das 2. Keplersche Gesetz besagt, dass die vom Fahrstrahl pro Zeit d {iberstri-
chene Flidche d F konstant ist. Aus (16.16) folgt

dF 2d 14
P C _ onst, (17.13)
dt 2 dt 2
Dieser Flichensatz wurde bereits in Abbildung 3.1 illustriert.
Das 3. Keplersche Gesetz besagt, dass das Quadrat der Umlaufzeit 7' proportio-
nal zur dritten Potenz der grofen Halbachse a ist:

T? = const. - a@° (17.14)

Nach diesem Gesetz haben die verschiedenen Planeten 1,2, ... dasselbe Verhiltnis
le /al3 = Tz2 /a23 = .... Um dies abzuleiten, setzen wir die Fliche F = mab der
Ellipse gleich der Flidche, die aus (17.13) fiir einen Umlauf folgt:

T dF 1
F = dt — =T — = mab (17.15)
0 dt 21
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Abbildung 17.1 Die Ellipse ist eine mogliche Bahnkurve im attraktiven 1/r-Potenzial;
dabei liegt ein Brennpunkt (e) der Ellipse im Zentrum (p = 0 oder x = y = 0) des Po-
tenzials. Die gezeigte Ellipse hat das Achsenverhiltnis a/b = 4/3 und die Exzentrizitit
& = +/7/4. Bei y = p schneidet die y-Achse die Ellipse. Der Abstand a & zwischen Mittel-
punkt und Brennpunkt ist proportional zur Exzentrizitit ¢.

Aus (17.5), (17.6) und (17.9) folgt

2
po_ Pt jat? (17.16)
V=2 \J2ulE] e

Wir setzen dies in (17.15) ein:

=42 b 3 (17.17)
o

Der Faktor u/« ist ndherungsweise fiir alle Planeten gleich:

n_ mpmg 1 1

= = ~ = const. (17.18)
o mp+mg Gmpmg G (mp+mg) Gmg

In dieser Ndherung gilt (17.14), also das 3 Keplersche Gesetz.

Reale Planetenbahnen

Die tatsichlichen Planetenbahnen zeigen Abweichungen von Ellipsen aufgrund ver-
schiedener Effekte. Die wichtigsten sind:

1. Gravitationskrifte der Planeten untereinander
2. Relativistische Effekte
3. Quadrupolmoment der Sonne

Alle Effekte sind kleine Storungen. Der erste Effekt ist klein, weil die Massen der
anderen Planeten viel kleiner sind als die Masse der Sonne. Der grofte Planet ist
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der Jupiter; fiir seine Masse gilt mj ~ 1073 M. Grob gesagt erwarten wir daher
Promille-Korrekturen gegeniiber unserem Modellsystem; im Einzelnen wiren hier-
bei aber die verschiedenen Abstidnde zwischen den Planeten zu beriicksichtigen.

Fiir eine erste Einordnung der Grofle von relativistischen Effekten schitzen wir
die Bahngeschwindigkeit vg der Erde ab. In vg = 27wr/T setzen wir T = 1Jahr
fiir die Bahnperiode und r = 8 Lichtminuten = 8§ - 60 ¢s fiir den Abstand Sonne-
Erde ein. Dies ergibt vg/c ~ 107, Relativistische Effekte sind daher sehr klein.
In einer konsistenten relativistischen Theorie muss auch das Gravitationsfeld selbst
relativistisch behandelt werden’.

Ein Quadrupolmoment der Sonne ist aufgrund ihrer Eigenrotation (und der
damit verbundenen Abplattung) zu erwarten. Hieraus ergibt sich ein Quadrupol-
feld, das mit 1/r3 viel stirker abfillt als (17.1). Es konnte daher insbesondere den
sonnennichsten Planeten, den Merkur, beeinflussen.

Alle diese Effekte fiihren zu einer Abweichung von der geschlossenen Ellipsen-
bahn. Nach jedem Umlauf ist die Linie vom Zentrum zum sonnennéchsten Punkt,
dem Perihel der Bahn, ein wenig gedreht (Aufgabe 17.4). Diese Periheldrehung ist
fiir den Merkur von der Groflenordnung einer Bogensekunde pro Umlauf; sie wird
zu etwa 9/10 durch die anderen Planeten und zu 1/10 durch relativistische Effekte
verursacht. Der Einfluss des Quadrupolmoments (Abplattung) der Sonne ist noch
einmal deutlich kleiner.

Deterministisches Vielkorperproblem

Bereits im vorigen Jahrhundert konnte man den Einfluss der anderen Planeten auf
die einzelnen Planetenbahnen (speziell auf die Periheldrehung) mit storungstheo-
retischen Methoden berechnen. Heute ist die Methode der Wahl fiir ein solches
Vielkorperproblem die numerische Losung der Bewegungsgleichungen auf einem
Computer; dies gilt auch fiir die Berechnung der Bahn einer Raumfihre zum Mond.
Wir stellen das Prinzip einer solchen numerischen Losung kurz vor.

Die Bewegungsgleichungen fiir N Massenpunkte (Sonne, Planeten, Monde)
lauten

_ Gmymy

N
my ¥, (1) = —grad, Z Upu(ry —rpul), Upu(r) = (17.19)

WA
Wir nehmen nun an, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ die Orte r,(¢) und
die Geschwindigkeiten 7,(¢) bekannt seien. Dann berechnen wir aus (17.19) die

Beschleunigungen 7, (¢). Die Orte und Geschwindigkeiten zu dem etwas spiteren
Zeitpunkt t + At erhalten wir nun aus

"'v(t"‘At) = rv(t)+rv(t) At

. (17.20)
ry(t + At) ry(t) +r,() At

'Dazu sei auf T. FlieBbach, Allgemeine Relativitiitstheorie, 5. Auflage, Elsevier—Spektrum Aka-
demischer Verlag, Heidelberg 2006, verwiesen.
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Fiir diesen Schritt von ¢ zu t 4+ At schreibt man ein einfaches Computerprogramm.
Dann ldsst man den Computer beginnend mit den Anfangsbedingungen r,,(0), 7, (0)
sukzessive die Schritte vont = O liber t = At,t = 2At, t = 3At,..., bis zum Bei-
spiel # = 10° Az ausfiihren. Die numerische Konvergenz des Verfahrens kann man
etwa durch Verdoppelung der Schrittzahl bei halber Schrittweite {iberpriifen. Da-
mit ist das Prinzip der numerischen Losung geschildert; fiir die praktische Anwen-
dung gibt es effiziente Algorithmen zur Integration von Differenzialgleichungen.
Bei der numerischen Losung des Vielkorperproblems kénnen auch vorgegebene &du-
Bere Krifte F, (¢) ohne besonderen Aufwand beriicksichtigt werden.

Die Bahnen r, (¢) aller (relevanten) Korper im Sonnensystem legen das Gravi-
tationspotenzial fest:

Gm,
D(r,t)=— T (17.21)
; Ir—r®)]
Dieses Potenzial bestimmt die Kraft F = —m grad @ auf einen weiteren Korper

mit der kleinen Masse m, zum Beispiel auf einen Kometen oder ein Raumschiff.
Dabei setzen wir voraus, dass dieser Korper so klein ist, dass seine Riickwirkungen
auf die Himmelskorper vernachlédssigt werden konnen.

Das in (17.19) und (17.20) betrachtete N-Teilchensystem ist deterministisch:
Bei gegebenen Anfangsbedingungen legen die Bewegungsgleichungen den System-
zustand (definiert durch r,(¢) und 7,(¢)) zu jedem Zeitpunkt ¢ fest. Dies folgt aus
der Konstruktion (17.20) der Losung. Die Aussage ,,deterministisch* gilt allgemein
fiir mechanische Systeme; die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit von (17.20) ist
lediglich, dass die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen (17.19) als Funktion
der Koordinaten, der Geschwindigkeiten und der Zeit gegeben sind.

RegelmiiBige oder chaotische Bewegung

Wir betrachten eine Lottomaschine mit N = 49 Kugeln. Das Drehen der Maschine
wird durch vorgegebene duflere Krifte beschrieben; aulerdem ist die Drehbewe-
gung der Lottokugeln zu beriicksichtigen. Dies dndert aber nichts an der prinzipiel-
len, durch (17.20) dargestellten Aufintegrierbarkeit der Bewegung. Dieses determi-
nistische System verhilt sich aber chaotisch; sein Bewegungsablauf ist bekanntlich
nicht vorhersagbar. Es gibt also so etwas wie deterministisches Chaos..

Das Studium der chaotischen Dynamik ist ein weites Feld>2 Wir beschrinken
uns hier auf einige qualitative Anmerkungen zu der Frage, ob die Bewegung ei-
nes mechanischen Vielteilchensystems regelméBig (Sonnensystem?) oder chaotisch
(Lotto) verlduft.

Charakteristisch fiir chaotisches Verhalten ist, dass kleine Unterschiede in den
Anfangsbedingungen schnell grol werden konnen (Abbildung 17.2). Betrachtet
man zwei gleichartige Lotto-Apparate mit sehr dhnlichen Anfangsbedingungen,
dann wichst der Unterschied zwischen den beiden Systemzustidnden exponentiell

2Als Einfiihrung sei G. L. Baker und J. P. Gollub, Chaotic dynamics, Cambridge University Press
1990, empfohlen.
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Abbildung 17.2 Die Kreise seien Billardkugeln,
Lottokugeln oder die Atome eines Gases. Die
nichsten beiden Stofe der linken, oberen Kugel
sind schematisch skizziert. Die Abbildung illus-
triert, dass kleine Unterschiede in den Anfangsbe-
dingungen sehr schnell grof3 werden kénnen und
dann zu ganz anderen Bewegungsabléufen fiihren.
Fiir wenige Stofe ist der Verlauf noch vorhersag-
bar, fiir viele Stofle dagegen nicht.

an. Die Anfangsbedingungen kann man nur mit einer gewissen Genauigkeit fest-
legen. Daher kann man die Bewegung auch nur fiir einen begrenzten Zeitraum vor-
hersagen (beim Lotto vielleicht iiber einige St68e, beim Wetter iiber einige Tage).
Hinzu kommen noch kleine Storungen im Verlauf der Bewegung, zum Beispiel das
Husten einer Person im Lottostudio oder das Schlagen eines Schmetterlingfliigels
als Stoérung in der Atmosphire. Auch sie fiihren zu einer sehr kleinen Anderung des
Systemzustands, die in der Folge einen ganz anderen Verlauf ergeben kann.

Im Gegensatz zur Lottomaschine scheint unser Sonnensystem eine vollig regel-
miBige Bewegung auszufiihren. Tatsdchlich gibt es aber im Kleinen chaotische Ab-
weichungen von den regelméfBigen Bahnen. Es stellt sich die Frage, ob diese Ab-
weichungen womoglich auch irgendwann grof3 werden.

Eine vollig regelmifBige Bewegung erhilt man fiir sogenannte integrable Syste-
me. Dies sind Systeme, die sich (wie das Zweikorperproblem) vollstindig integrie-
ren lassen. Dies ist dann der Fall, wenn die Zahl der unabhingigen Erhaltungs-
groBBen gleich der Anzahl f der Freiheitsgrade ist. Im Zweikorperproblem ist
f = 6, und die sechs unabhingigen Erhaltungsgrofien sind der Schwerpunktim-
puls P, der Betrag / und die z-Komponente /, des Drehimpulses, und die Energie
E. Bereits das Dreikorperproblem ist nichtintegrabel.

In unserem Sonnensystem kann man im Kleinen chaotisches Verhalten beob-
achten: An einer Stelle einer Planetenbahn betrachtet man eine zur Bahn senkrechte
Ebene. Bei jedem Umlauf markiert man nun den jeweiligen Durchsto3punkt. Wegen
der Storungen des Zweikorperproblems Sonne—Planet durch die anderen Planeten
liegen diese Durchstofpunkte immer an etwas verschiedenen Stellen. Die Durch-
stoBpunkte in diesem Poincaré-Schnitt zeigen ein chaotisches Muster.

Das Sonnensystem zeigt also im Kleinen chaotisches, im Groflen aber regel-
mifiges Verhalten. Dieses System ist fast-integrabel: Fiir einen herausgegriffenen
Planet ist das Teilsystem Sonne—Planet integrabel; dieses Teilsystem unterliegt aber
kleinen, nichtintegrablen Stérungen. In absehbarer Zeit (sagen wir in den nichs-
ten 10* Jahren) ist keine Abweichung von der jetzt beobachteten RegelmiBigkeit
zu erwarten. Offen bleibt aber die Frage, ob die kleinen Storungen in ferner Zu-
kunft (etwa in 10% Jahren) zu einem wesentlich anderen Bewegungsablauf fiihren

kénnens,

3 Als Stichwort sei hier das KAM-Theorem (von Kolmogorov, Arnold und Moser) erwihnt, das
Bedingungen aufstellt, unter denen die Bewegung eines fast-integrablen Systems regelmifig bleibt.
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a>0

'/'S

7

Abbildung 17.3 Fiir positive Energien sind die Bahnkurven im 1/r -Potenzial Hyper-
beln, deren Brennpunkt (e) mit dem Zentrum des Potenzials zusammenfillt. Im linken Teil
ist die Streuung an einem attraktiven Potenzial gezeigt, also etwa fiir einen Kometen im
Gravitationsfeld der Sonne. Der rechte Teil gilt fiir repulsives Potenzial, also etwa fiir die
Streuung eines Alphateilchens an einem Atomkern. Die durch den Pfeil angedeutete Lauf-
richtung entspricht £ = 11 p?¢ > 0.

Hyperbelbahnen

Je nach Energiebereich beschreibt die Bahngleichung (17.7) Ellipsen oder Hyper-
beln. Der Grenzfall der Parabel entspricht einem Punkt auf der Energieskala; er wird
im Folgenden nicht niher betrachtet.

Wir betrachten zunéchst die ungebundene Bewegung (E > 0, ¢ > 1) im attrak-
tiven Potenzial (¢ > 0, p > 0). Hierfiir ist die Bahnkurve (17.7) eine Hyperbel,;
sie ist in Abbildung 17.3 links skizziert. Dies konnte die Bahn eines Kometen im
Feld der Sonne sein. Der mogliche Winkelbereich ist durch cos ¢ > —1/¢ begrenzt.
Durch cos ¢, = —1/¢ ist die Richtung der Asymptoten der Hyperbel gegeben.

Wir betrachten nun ein repulsives Potenzial (¢ < 0), etwa ein Coulombpotenzial
zwischen zwei positiven Ladungen. Dann ist Uegr(0) positiv und monoton abfallend.
Es gibt nur eine ungebundene Bewegung (E > 0, & > 1). Fiiro < Oistdasin (17.5)
definierte p negativ. Wir schreiben die Gleichung (17.7) daher in der Form

m =—1—¢cosg (17.22)

0

Dies beschreibt eine Hyperbel; sie ist in Abbildung 17.3 rechts skizziert. Da die
linke Seite von (17.22) positiv ist, sind die Winkel durch cos¢ < —1/¢ auf einen
Bereich um ¢ = m herum eingeschrinkt. Die Grenzwinkel (cos oo = —1/¢) defi-
nieren die Asymptoten der Hyperbel. Die Hyperbel konnte die Bahn eines Alpha-
teilchens im Coulombfeld eines Atomkerns sein. Diese Rutherfordstreuung wird in
Kapitel 19 noch néher behandelt.
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In beiden in Abbildung 17.3 gezeigten Fillen néhert sich das Teilchen dem Zen-
trum bis zum minimalen Abstand rg, der durch Ues(rg) = E festgelegt ist. Danach
entfernt es sich wieder (r — oo fiir t — 00). Der Winkel ¢ @ndert sich haupt-
sédchlich im Bereich r ~ rg (wir setzen £ /=0 voraus). Das Teilchen wird um einen
von E und ¢ abhiingigen Winkel abgelenkt.

Die diskutierten Hyperbelbahnen gelten zunichst fiir den Relativvektor r, also
fiir die Bewegung des (fiktiven) Teilchens der Masse w im Potenzial U (r). Hieraus
ergeben sich wie in (17.11) und (17.12) die Bahnen der beiden Massenpunkte.

Zeitlicher Verlauf der Bahnkurve

Wir berechnen noch die Losung p(¢), die den zeitlichen Verlauf der Bahn bestimmt.
Wir betrachten das attraktive Potenzial U = —o/p mita > 0. Aus (16.21) folgt

L Lf p dp (17.23)
V2IEL ) /=p2 +ap/|E| — €2/ u|E])

Wir setzen hierin a aus (17.16) und ¢ aus (17.6) ein:

— /L/ pdp (17.24)
2|E| a’e? — (p —a)?

Die Losung t(p) = ...\/a?e? — (p —a)? + ...arcsin (... p + ...) dieses Integrals
kann nicht elementar nach p = p(¢) aufgelost werden. Wir geben stattdessen eine
Parameterdarstellung der Losung an. Dazu substituieren wir

p—a=—aecos& (17.25)
im Integral (17.24):

t:,/%@/dé (1—80055):,/%“3(é—ssin§)+to (17.26)

Wir setzen willkiirlich #p = 0. Damit erhalten wir folgende Parameterdarstellung
der Zeitabhingigkeit:

p=a(l—ecos§), t:,/%a}(é—ssing) (E <0) (17.27)

Fir E < Oist e < 1, so dass & monoton mit # wichst. Dann oszilliert p zwischen
Pmin = a (1 — &) und pmax = a (1 +¢).

Fiir die Hyperbelbahn treten in (17.23) wegen E > 0 andere Vorzeichen auf.
Die analoge Rechnung fiihrt dann zu

p=a(ecoshg —1), t:,/“—‘ﬁ(ssinhé—é) (E > 0) (17.28)
o

Fiir das repulsive Potenzial U = —a/p mit ¢ < 0 erhdlt man stattdessen p =
a(ecoshé +1)unds = ...(esinh & + &).
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Aufgaben
17.1 Lenzscher Vektor

Fiir die Bahn r(¢) im Potenzial U = —«/r definieren wir den Lenzschen Vektor A:
w . . r px¢ r
A= —Fr X XxXr)—— = - - (17.29)
o r [ 37 r
Zeigen Sie:

(a) A isteine Erhaltungsgrofle, dA/dt = 0.

(b) |A] ist gleich der Exzentrizitit e.

(c) A zeigt zu dem zentrumnéchsten Bahnpunkt (Perihel), also A || 7min-
(d) Die Auswertung von A - r ergibt die Bahnkurve p/p = 1 + € cos ¢.

17.2  Keplerbahnen in kartesischen Koordinaten

Betrachten Sie das Keplerproblem U = —«/r in kartesischen Koordinaten mit den
Anfangsbedingungen r(0) := (s, 0, 0) und 7(0) := (0, vp, 0). Leiten Sie die
Bahnkurven

2
SV

VA= 2)x2 =240k — Dsx + 2252, n=1"
o

(17.30)
aus der Drehimpulserhaltung und der Erhaltung des Lenzschen Vektors (Aufgabe
17.1) ab. Fiir welche Parameterwerte ergeben sich Parabel, Kreis, Gerade, Ellipse
und Hyperbel?

17.3 Erdsatellit auf Kreisbahn

Wie lautet das effektive Potenzial Uq(p) fiir die Bahn eines Erdsatelliten mit der
Masse m? Gehen Sie vom Energieerhaltungssatz E = m p%/2 + Ueft(p) mit die-
sem Potenzial aus. Bestimmen Sie den Radius pg der Kreisbahn als Funktion der
Umlauffrequenz o des Satelliten. Welcher Radius ergibt sich fiir eine geostationire
Bahn?

17.4  Periheldrehung

Im Gravitationspotenzial Uyp(p) = —a/p der Sonne bewegt sich ein Planet auf

einer Ellipsenbahn (¢« = —Gmgmp, 1t = mp). Kleine Storungen U im Potenzial

U = Uy + §U fiihren in der Regel zu einer Periheldrehung: Nach jedem Umlauf

andert sich die Richtung des Perihels (sonnennéchster Punkt) um den Winkel §¢.
Auf dem Weg von Perihel zu Perihel dndert sich der Winkel um

d
Ap = =221 7 /

Pmin (€)

Pmax (£) 5 2
dp \/E—U(p)—é /(2mp?) (17.31)
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Uberpriifen Sie zunichst die Giiltigkeit dieser Beziehung. Zeigen Sie Ag = 27 fiir
8U = 0 (geschlossene Ellipsenbahn). Berechnen Sie nun die Periheldrehung §¢ in
erster Ordnung in §U. Das Ergebnis lautet

d 1 (™
Sp=Ap —2m=2u — —/ do p*> 8U(p) (17.32)
de | ¢ ),

wobei fiir p = p(¢) die ungestorte Losung einzusetzen ist. Werten Sie das Ergebnis
fiir die Storpotenziale U = y/p3 und $U = B/p? aus.



18 Streuung

Ein Teilchenstrom wird auf Materie gerichtet. Die von der Materie gestreuten Teil-
chen werden in einem Detektor nachgewiesen. Das Verhiltnis des gestreuten Teil-
chenstroms zur einfallenden Stromdichte definiert den Wirkungsquerschnitt. Der
gemessene Wirkungsquerschnitt erlaubt Riickschliisse auf die Struktur der Materie.
In einer klassischen Behandlung berechnen wir den Wirkungsquerschnitt tiir den
Fall, dass die Wechselwirkung zwischen jeweils einem Projektil- und Targetteil-
chen durch ein Potenzial beschrieben wird.

Die ungebundene Bewegung im Zweikorperproblem stellt sich — nach der Reduk-
tion auf ein Einteilchenproblem — so dar: Ein (fiktives) Teilchen der Masse u lduft
aus dem Unendlichen auf das Potenzialzentrum zu, erreicht einen minimalen Ab-
stand und lduft wieder ins Unendliche weg (etwa wie in Abbildung 17.3). Dabei
wird das Teilchen um einen bestimmten Winkel abgelenkt. Hiermit kann der Stof3
einer Billardkugel an einer anderen beschrieben werden, oder die Ablenkung eines
Kometen im Gravitationsfeld der Sonne, oder die Streuung eines Alphateilchens im
Coulombfeld eines Atomkerns.

Von besonderem praktischen Interesse ist folgende Situation: Ein Strom gleich-
artiger Teilchen lduft auf eine Ansammlung anderer, im Allgemeinen ruhender Teil-
chen (etwa ein Stiick Materie) zu. Wenn jedes der einfallenden Projektile maxi-
mal an einem Teilchen des Targets streut, dann lésst sich dieser Vorgang auf das
Zweikorperproblem zuriickfiihren. Die Losung des Zweikorperproblems bestimmt
dann den Wirkungsquerschnitt des Streuexperiments. Fiir die Rutherfordstreuung,
also fiir die Streuung von Alphateilchen an Atomkernen, wird dieser Wirkungsquer-
schnitt explizit berechnet.

Definition des Wirkungsquerschnitts

Wir betrachten einen Strahl von einfallenden Teilchen, die an einem Potenzial ge-
streut werden. Wir nehmen an, dass der einfallende Strahl eine iiber die Strahlbreite
homogene Stromdichte j hat. Die Stromdichte ist durch

= Anzahl der einfallenden Teilchen ANy

= 18.1
Zeit - Fliche At AA as.h

definiert. Weit weg vom Streuzentrum haben alle Teilchen im Strahl die gleiche
Geschwindigkeit v, und damit auch die gleiche Energie

E= % 02 (18.2)

151
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Detektor

Voo

Abbildung 18.1 Ein Teilchenstrahl lduft auf ein Streuzentrum bei r = 0 zu. Die asym-
ptotische Geschwindigkeit v, definiert die Strahlrichtung. Ein Detektor weist alle in den
Raumwinkel d$2 gestreuten Teilchen nach. Wegen der Zylindersymmetrie um die Strahl-
achse kann die Anzahl der gestreuten Teilchen nur von 6, nicht aber vom ¢ abhingen.

Wir stellen uns zunichst vor, dass der Strahl auf genau ein Targetteilchen zulduft,
Abbildung 18.1. Die Wechselwirkung zwischen einem Projektilteilchen und dem
Targetteilchen werde durch ein Zentralpotenzial beschrieben. Die Projektilteilchen
sollen sich gegenseitig nicht beeinflussen. Der betrachtete Vorgang ist dann eine
Uberlagerung aus den unabhiingigen Streuungen der einzelnen einlaufenden Teil-
chen am Potenzial.

Ein herausgegriffenes Teilchen wird um einen Winkel 6 abgelenkt (Abbildung
18.1). Das Problem ist zylindersymmetrisch beziiglich Drehungen um die durch
das Streuzentrum gehende Strahlachse; die Anzahl der gestreuten Teilchen héngt
daher nicht vom Winkel ¢ ab. Das Problem ist aber nicht kugelsymmetrisch (wie
das Potenzial), weil der einfallende Strahl eine Richtung auszeichnet.

Ein im Abstand R aufgestellter Detektor weise nun alle Teilchen nach, die auf
ihn treffen. Der Abstand R sei so grofl und die Detektorfliche d Ap so klein, dass
durch den Detektor ein kleiner Raumwinkel d$2 definiert wird:
d AD

d$2 =d¢ dcosh = d¢ sinf db = 72

(18.3)

Hier seien alle Differenziale positiv.
Der Detektor weist wihrend eines Zeitintervalls Af eine bestimmte Anzahl
AN (0) von gestreuten Teilchen nach. Dadurch wird der
AN (0)
At
gemessen. Dieser Teilchenstrom ist proportional zum Raumwinkel d 2 und zur ein-
fallenden Stromdichte j. Das Verhéltnis von (18.4) zu j und d$2 wird als differen-
zieller Wirkungsquerschnitt do /d$2 definiert:
do _ AN®) Teilchenstrom pro d£2
a2 jds2 At " Einfallende Teilchenstromdichte

Teilchenstrom in d2 = (18.4)

Anzahl gestreuter Teilchen pro Zeit und pro d 2 (18.5)
"~ Anzahl einfallender Teilchen pro Zeit und Fldche '
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Summieren wir dies tiber alle Richtungen, so erhalten wir den (totalen) Wirkungs-
querschnitt o:
do m T ) do
o :/d.Q — = d¢ | dO sinf — (18.6)
as? 0 0 as?
Da do/dS$2 hier nicht von ¢ abhingt, ergibt quS = 2m. Aus (18.5) und (18.6)
folgt, dass die Gesamtzahl der gestreuten Teilchen pro Zeit gleich o/ ist. Daher ist
o die Fldche, an der die einfallende Teilchenstromdichte j effektiv gestreut wird.
Fiir die Streuung eines Nukleons an einem schweren Atomkern (mit einem Radius
R ~ 6 - 10713 cm) erwarten wir daher die GroBenordnung o ~ 1t R? ~ 10~2* cm?,
fiir die Streuung von zwei Atomen (R ~ 2 A) aneinander dagegen o ~ 10~1% cm?.

Die tatsidchliche Messung erfolgt immer an einem Target mit vielen Streuzen-
tren; konkret wird etwa eine diinne Folie in den einfallenden Strahl gestellt. Die
Anzahl M der Streuzentren ist dann gleich der Anzahl der Targetteilchen im Strahl-
bereich. Die Folie wird so diinn gewihlt, dass jedes Projektilteilchen maximal an
einem Targetteilchen gestreut wird und dann ohne weitere Ablenkung die Folie ver-
lasst. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann muss die im Detektor gemessene
Streurate lediglich durch M geteilt werden, um sie wie hier auf ein einzelnes Streu-
zentrum zu beziehen.

Die Strahlbreite L (etwa einige Millimeter) fiihrt zu einer Unbestimmtheit der
GroBle L/ R im Winkel; man weil} ja nicht, aus welchem Bereich des Strahls ein im
Detektor nachgewiesenes Teilchen kommt. Auch die endliche Grofle des Detektors
und die endliche Dicke der Targetfolie ergeben Winkelunschirfen. Alle diese Win-
kelunschérfen konnen durch einen hinreichend grolen Abstand R des Detektors
klein gemacht werden.

Die hier eingefiihrten Definitionen (18.1)—(18.6) gelten unabhingig davon, ob
die Streuung klassisch (wie im Folgenden) oder quantenmechanisch behandelt wird.

Berechnung des Wirkungsquerschnitts

Im letzten Abschnitt wurde der Wirkungsquerschnitt auf die messbaren Gréf3en j,
d$§2 und AN(0)/At zuriickgefiihrt; er ist damit selbst eine Messgrof3e. Unter den
diskutierten Voraussetzungen (keine Wechselwirkung der Projektilteilchen unter-
einander, Streuung jedes Projektilteilchens an maximal einem Targetteilchen) ldsst
sich die theoretische Behandlung der Streuung auf das Zweikorperproblem zuriick-
fiihren. Auf der Grundlage der Losung des Zweikorperproblems (Kapitel 16 und
17) berechnen wir den Wirkungsquerschnitt.

Alle einfallenden Teilchen haben die gleiche Energie E. Fiir ein Zentralpoten-
zial kann der Streuwinkel 6 dann nur vom Abstand s des gestreuten Teilchens von
der Strahlachse abhingen (Abbildung 18.2):

0 =0(s) oder s =s5(0) (18.7)
Der Stofiparameter s bestimmt den Drehimpuls ¢ beziiglich des Streuzentrums:

= VooS =+2UES (18.8)
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r=0

Abbildung 18.2 Asymptotisch hat jedes Projektilteilchen einen bestimmten Abstand s zu
der Strahlachse, die durch das Streuzentrum (Mittelpunkt des Targetteilchens) geht. Der
Streuwinkel 6 ist eine Funktion dieses Sto3parameters s.

Im einfallenden Strahl kommen Teilchen mit verschiedenen Werten von s vor. Alle
Teilchen mit einem StofSparameter zwischen s und s + ds werden in einen Win-
kelbereich zwischen 6 und 0 + d6 gestreut; dabei ist ds = (ds/d0)d6. Da keine
Teilchen verloren gehen (etwa umgewandelt werden), muss der einfallende Strom
zwischen s und s 4 ds gleich dem auslaufenden Strom zwischen 6 und 6 + d6 sein:

) 2n 0+d6 S do . ) do
j2ms ‘ds| = / d¢/ do" sinf’ j — | = j 2w sinf — ]d@! (18.9)
0 9 ds2 ds2

Im Allgemeinen nimmt der Streuwinkel mit wachsendem StoBparameter ab, also
ds/d6 < 0. In der Bilanzgleichung (18.9) miissen beide Seiten positiv sein. Da-
her wurden hier die Betrige von ds und d6 genommen, die anderen Faktoren sind
immer positiv (j und do/d6 nach Definition, und sin6 wegen 0 < 6 < m). Die
Bilanzgleichung (18.9) ergibt

d 0) | ds(®
do _ s6) |ds®) (18.10)
as2 sin @ do

Damit ist die Bestimmung von do/d§2 auf diejenige von s = s(0) zuriickgefiihrt.

Der Bahnvektor dndert sich zwischen p = o0 und pmi, um den Winkel ¢g
(Abbildung 18.2). Fiir den positiven Winkel ¢ erhalten wir aus (16.24)
oo Z 2
¢0=/ dp /p (18.11)
on J2u(E ~Up) — /07

Wie man in Abbildung 18.2 sieht, tritt die Winkeldnderung ¢o genau zweimal auf,
und zwar bei der Annédherung des Projektils bis ppin, und noch einmal beim Weg-
flug bis p = oo; die Bahn des Projektils ist symmetrisch beziiglich pmin. Der einge-
zeichnete Streuwinkel 6 ist gleich

00 2

(18.12)

s/p
() =7 =20 =x /pm T~ UIE
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Fiir £ wurde (18.8) eingesetzt. Durch (18.12) sind 6(s) und damit auch s(#) be-
stimmt; hieraus kann der Wirkungsquerschnitt (18.10) berechnet werden.

Die Hauptbeitrige zum Integral (18.12) kommen aus dem Bereich p ~ ppmin;
denn fiir groBBere Abstinde ist das Potenzial so klein, dass sich der Streuwinkel
kaum noch édndert. Es spielt daher keine Rolle, dass die Teilchen in einem Detektor
in endlichem Abstand (zum Beispiel einige Dezimeter) und nicht bei unendlich
(obere Integralgrenze) nachgewiesen werden.

Zur Auswertung von (18.12) benétigen wir noch den minimalen Abstand ppip-
Erist durch dp/d¢ = 0 gegeben, was nach (16.23) fiir E = U +£2/2 u p? gilt. Mit
(18.8) wird diese Bedingung zu

| = s + U (omin)

(18.13)
pnzﬁn E

An der unteren Integralgrenze ist der Integrand in (18.12) also singulér; das Integral
existiert aber.

Rutherfordscher Wirkungsquerschnitt

Wir wenden unsere Ergebnisse auf die Streuung von zwei Atomkernen an, deren
Wechselwirkung durch das Coulombpotenzial gegeben ist,

o ZiZpé?
Ury= — - =222
;

(18.14)
,
Dabei sind Z; und Z, die Kernladungszahlen. Konkret betrachten wir Alphateilchen
(Z1 = 2) mit einer Energie von einigen MeV, die an einer Goldfolie (Z, = 79)
gestreut werden. Alphateilchen erhilt man etwa aus natiirlicher Radioaktivitéit im
Energiebereich E ~ 4...8 MeV.

Fiir verschwindenden Drehimpuls (¢ = s voo = 0) erhalten wir aus (18.13)
eine Bedingung U (pmin) = E fiir pmin:

717> %
E

Pmin = ~ 30...60fm =0 (18.15)
Der numerische Wert ergibt sich fiir Z; =2, Z, =79 und E ~ 4...8 MeV; dabei
wurde die in der Kernphysik iibliche Lingeneinheit 1fm = 1 Fermi = 10~ m
verwendet.

Fiir ¢ /=0 sind die minimalen Abstéinde noch grofer als in (18.15) angegeben.
Die Alphateilchen spiiren daher nichts von der starken Wechselwirkung. Diese wirkt
erst, wenn die Oberflachen der beiden Kerne sich auf etwa 1 fm genihert haben;
dies ist bei etwa p ~ 10fm der Fall. Im betrachteten Bereich ergibt sich also keine
Korrektur des Coulombpotenzial durch die starke Wechselwirkung.

Nun gibt es in der Goldfolie neben den Atomkernen auch noch die Elektronen
der jeweiligen Atomhiillen. Da die Masse der Alphateilchen 10*-mal groBer als
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die von Elektronen ist, ist die Ablenkung der Alphateilchen durch die Elektronen
jedoch vernachlissigbar klein. Daher sehen wir von dem Beitrag der Elektronen zur
Streuung ab.

Die Bahnkurven eines Teilchens im Potenzial (18.14) sind nach (17.22) Hyper-

beln
Il

0
mit |p| = €%/u|a|, wobei |«| = Z1Z;e%. In die Exzentrizitit (17.6) setzen wir

(18.8) ein:
2E (2 2Es\?
e= .1+ > = 14+ — > 1 (18.17)
no o

Die Hyperbel (18.16) ist in Abbildung 17.3 rechts skizziert. Der minimale Abstand
Pmin ergibt sich beim Winkel gnin = 7, wihrend p = 00 zu cos¢ = —1/¢
fiihrt. Wir bendtigen die (positive) Winkeldifferenz ¢ aus Abbildung 18.2, also
@0 = | @min — Pool = [T — Poo|. Aus

=—1—¢ecosgp (18.16)

1 1
COSPp = COS(TT — Pog) = —COSPoo = — = ———————— (18.18)
€ 1+ (2Es/a)?
folgt
2Es
tan ¢o = Tl (0 < ¢o < m/2) (18.19)
o

Nach (18.12) gilt ¢g = (7t — 6)/2. Wir setzen dies in (18.19) ein und erhalten

o] 0
=s5(0) = — cot = 18.20
s =s(0) 7E 3 ( )
Dieses Ergebnis kann man auch durch die Auswertung des Integrals (18.12) erhal-
ten. Aus (18.20) folgt

0 fir s > o0
6 — . (18.21)
n fir s >0

Der Leser skizziere in Abbildung 18.2 einige Bahnkurven fiir verschiedene Werte
des StoBparameters s. Mit (18.20) berechnen wir den differenziellen Wirkungsquer-
schnitt (18.10):

Rutherfordsche Formel (18.22)

do (21 Z,e? )2 1

d2 ~ \ 4E sin*(6,2)

Dies ist der beriihmte Rutherfordsche Wirkungsquerschnitt. Im Jahr 1913 konnte
Rutherford diese Winkelabhingigkeit experimentell verifizieren. Damit war Kklar,
dass das Streupotenzial fiir die Alphateilchen tatséchlich die Coulombform (18.14)
hat und dass die Ladung des Atomkerns sich im Bereich p < ppi, befindet. Hier-
durch wurde das Rutherfordsche Atommodell (1911) bestitigt, das von einem sehr
kleinen Atomkern im Zentrum des Atom ausging.



Kapitel 18 Streuung 157

In der Quantenmechanik werden die Alphateilchen durch Wellen beschrieben.
Im betrachteten Fall sind die Wellenléngen von der gleichen Gro3e wie der betrach-
tete Kern; daher kann eigentlich nicht erwartet werden, dass (18.22) mehr als eine
grobe Abschitzung ist. Fiir das Coulombpotenzial stimmt der quantenmechanische
Wirkungsquerschnitt aber zufillig mit dem in der Mechanik berechneten iiberein.

Ebenso wie o hat do/d$2 die Dimension einer Fliche. Aus do/d$2 ~ L2 lesen
wir die charakteristische Langenskala der Coulombstreuung ab:

 LiZye?
- E

Nach (18.15) erhalten wir hierfiir Lc ~ 30...60fm. Teilchen mit einem Stof3-
parameter s < Lc werden um einen erheblichen Winkel abgelenkt; fiir s > L¢
sind die Streuwinkel klein.

Der totale Wirkungsquerschnitt ist nicht — wie man erwarten konnte — von der
GroBe LZ . Er divergiert vielmehr:

d n do (s,
o :/d.Q 49 :211/ do sing 22 B (18.24)
a2 ) FTe)

Lc

(18.23)

Dies liegt daran, dass der Rutherfordsche Wirkungsquerschnitt bei & = 0 divergiert.
Experimentell zeigt der differenzielle Wirkungsquerschnitt zeigt fiir kleine 6 einen
Anstieg gemil (18.22). Bei 6 = 0 selbst kann do/d$2 nicht gemessen werden, da
dies die Strahlrichtung ist. Die Divergenz bei 6 = O riihrt daher, dass auch Teilchen
mit grofem StoBparameter gestreut werden, wenn auch um einen immer kleine-
ren Winkel. In diesem Sinn spricht man davon, dass das Coulombpotenzial eine
unendliche Reichweite hat. Im tatsédchlichen Experiment ist das Coulombpotenzial
(18.14) effektiv durch die Atomhiille abgeschirmt. Daher erfahren Teilchen mit ei-
nem StofBparameter grofer als der Atomradius keine Ablenkung mehr; der experi-
mentelle Wirkungsquerschnitt ist endlich.

Transformation ins Laborsystem

Nach der Reduktion vom Zwei- zum Einkorperproblem (Kapitel 16) wird die
Relativbewegung r(¢) so diskutiert, als ob sich ein Teilchen der Masse p im Po-
tenzial U (r) bewegt. In diesem Bild haben wir den Wirkungsquerschnitt abgeleitet.
Wir beziehen den Wirkungsquerschnitt nun wieder auf das zugrundeliegende Zwei-
korperproblem.

Als Bezugssystem betrachten wir zunédchst das Schwerpunktsystem (SS), in dem
der Schwerpunkt ruht, R = 0 (rechter Teil von Abbildung 18.3). Nach (16.3) gilt
hierfiir 7 (t) = mor(¢t)/M und ro(t) = —m r(t)/M; die Bewegung der einzelnen
Massenpunkte ist also direkt mit r(¢) verkniipft. Dabei ist 1 — 6 der Drehwinkel
des Relativvektors r, und 6 ist der Streuwinkel.

Die Situation im Experiment ist meist eine andere: Schieen wir etwa Alpha-
teilchen auf eine Goldfolie, so ruht das jeweilige Targetteilchen vor der Streuung.
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Tabelle 18.1 In dieser Tabelle sind einige fiir die Streuung wichtige Gréfen im Schwer-
punktsystem SS und im Laborsystem LS gegeniibergestellt. Die Folgerungen links ergeben
sich aus (16.3) und R = 0. Die Folgerungen rechts ergeben sich aus den angegebenen
Ausdriicken fiir R und r, wobei 7,(—00) = 0 und R’ = const. verwendet werden.

SS GroBe / Relation LS
ry, r Ortsvektoren r, r)
vy, Uy Geschwindigkeiten v, V)
0 Streuwinkel 0’
d do’
o, a9 Wirkungsquerschnitt o/, i
ds2 ds2’
R= Tt mars Schwerpunktvektor R = mr tmary
M M
r=ry—r; Relativvektor r=ry\—rj
ry(—o0) =0
R(t) =0 Voraussetzung .
F5(—00) =0
my ., my .,
rn= - R1) = - Fi(=00)
Folgerungen
m . .
ra) == 1) F)(—00) = F(—00)

Laborsystem Schwerpunktsystem

Abbildung 18.3 Die Streuung von zwei Teilchen im Laborsystem (LS, links) und im
Schwerpunktsystem (SS, rechts). Der Streuwinkel des Projektils im LS wird mit 6’, der
im SS mit 6 bezeichnet. Die Winkel sind beim jeweiligen Ursprung des Bezugssystems ein-

gezeichnet. Der Relativvektor r(¢) ist in beiden Systemen derselbe; er dreht sich im Verlauf
der Streuung um den Winkel t — 6.
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U1 / v1(00) sinf
v

v : Y
- /
o 2 0'0

Abbildung 18.4 Darstellung der Vektorbeziehung v} (1) = R + v, (1) fiir die Geschwin-
digkeiten des Projektils im LS und SS. Der linke Teil zeigt die Vektoren vor der Streuung
(t = —00), der rechte Teil nach der Streuung (1 = +00).

Dieses Bezugssystem heilit Laborsystem (LS), es ist im linken Teil von Abbildung
18.3 skizziert. Bei der Streuung wird Impuls auf das Targetteilchen (Goldkern)
iibertragen, so dass es sich nach der Streuung bewegt. Der Streuwinkel 6" des Pro-
jektils im LS ergibt sich nicht unmittelbar aus dem Drehwinkel des Relativvektors.

Beide Systeme, SS und LS, sollen Inertialsysteme sein. Ihre Relativgeschwin-
digkeit ist gleich der konstanten Geschwindigkeit, mit der sich der Schwerpunkt im
LS bewegt. Die Bezugssysteme SS und LS sind durch eine Galileitransformation
miteinander verbunden. Die auftretenden Grofen im SS und LS sind in Tabelle 18.1
zusammengestellt; dabei kennzeichnen wir die Groflen im LS mit einem Strich.

Wegen r(t) = mpr(t)/M ist 0 nicht nur der Streuwinkel im reduzierten Ein-
teilchenproblem (also fiir r), sondern auch der Streuwinkel der Projektile im SS
(also fiir rq). Da aulerdem jedem Teilchen (Masse ) im reduzierten Einteilchen-
problem ein Projektilteilchen (Masse m) entspricht, ist do/dS2 aus (18.5) und
(18.10) der Wirkungsquerschnitt fiir die Projektile im SS. Gemessen wird aber meist
der Wirkungsquerschnitt do’/d 2’ fiir die Projektile im LS. Im Folgenden soll der
Zusammenhang zwischen do /d$2 und do’/d 2’ hergestellt werden.

Da der Schwerpunkt im Ursprung von SS ruht, ist R” der Vektor vom Ursprung
von LS zu dem von SS. Damit lautet die Transformation fiir die Ortsvektoren der
beiden Teilchen

ri@t) =R @)+ ri(t) (18.25)

Wegen der Erhaltung des Schwerpunktimpulses, R’ = const., ist dies eine Galilei-

transformation. Wir verwenden die Bezeichnungen v; = 7; und v; = r; Aus
(18.25) folgt ]

vi(1) = R +v1(1) (18.26)

In Abbildung 18.4 ist diese Beziehung fiir t+ = —oo (vor dem StoB}) und fiir ¢t =
oo (nach dem StoB3) graphisch dargestellt. Die Zeitskala sei so gewdhlt, dass der
minimale Abstand bei ¢+ = 0 erreicht wird. Unter ,,t = £o0® ist praktisch ,,weit
weg" vom Streuzentrum zu verstehen, zum Beispiel p = 10° ppin. Aus Abbildung
18.4 lesen wir folgende Beziehung zwischen 6’ und 6 ab:

v1(00) sin6

tanf = ———
v1(c0) cosO + R’

(18.27)
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Aus dem unteren Teil von Tabelle 18.1 entnehmen wir

. my ., oy my .
v1(00) = F1(0) = M 7(co) und R = M 7(—00) (18.28)

Aus dem Energiesatz folgt 2E = u F(00)? = " F(—00)2, also 7(c0) = F(—00).
Damit folgt (18.27) mit (18.28)

ing
tang = — 07 (18.29)
cos6 + my/my

Dies ist die Beziehung zwischen den Streuwinkeln im LS und SS. Fiir m; <« m er-
halten wir 8’ ~ 0; in diesem Fall bleibt das Target bei der Streuung niherungsweise
in Ruhe.

Wir bestimmen nun den Zusammenhang zwischen do’/d$2’ und do /dS2. Bei
der Galileitransformation zwischen LS und SS bleiben die Zeitintervalle invariant.
Daher muss die Anzahl der gestreuten Projektilteilchen pro Zeit in den zueinander
gehorigen Winkelbereichen d6 und df’ gleich sein:

do’

sz’

. do . ./ . / /
J 10 27 sinf df = j 27 sin6” d6 (18.30)

Die Stromdichte j' des im LS einlaufenden Strahls ist gleich der Teilchendichte
AN /AV multipliziert mit der Geschwindigkeit vj (—o0). Wir zeigen j' = j:

ANy
AV

., AN / (—o00) AN £ (—o0)
— V(= = — (= =

j = v F(—o0) = j (18.31)

Dazu haben wir vi(—oo) = 7(—o0) aus der letzten Zeile in Tabelle 18.1 benutzt.
Auflerdem gilt AN; = ANy mit ANy aus (18.1), weil jedem der AN; Projektil-
teilchen eines der ANy Teilchen im reduzierten Einteilchenproblem entspricht. Das
Volumenelement AV bleibt bei der Galileitransformation unverindert. Mit j = j'
folgt aus (18.30)

do’ _do sinf df  do dcosf
ds2 ~ d2 sin®’ do’ ~ d2 dcos®’

(18.32)

Setzt man auf der rechten Seite & = 0(6”) aus (18.29) ein, so erhilt man do’/d 2’
als Funktion von 6’. Dies fiihrt im Allgemeinen zu uniibersichtlichen Ausdriicken.
Wir betrachten daher die Spezialfille m| < m, und . Im ersten Fall erhalten wir

do’ _ do
A2 de

(mp < my) (18.33)

Dies gilt ndherungsweise fiir die Streuung von Alphateilchen an einer Goldfolie;
die Korrekturen liegen hier im Prozentbereich.
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Im Fall m| = m, ergibt (18.29)

ino 0
= MY _an = my) (18.34)

tan0' = ——
cosf +1 2

Damit erhalten wir die einfache Beziehung
/ 9 /
0'=3 (0< 0 <m/2, my=my) (18.35)

Die Beschrinkung fiir den Winkel 6’ folgt aus 0 < 6 < mw. Konkret bedeutet
0’ < 7t/2, dass eine gestoBene Billardkugel bei der Karambolage mit einer anderen
maximal um /2 abgelenkt wird (ohne Effekte der Dreh- oder Rollbewegung). Aus
6’ = 6/2 und (18.32) erhalten wir fiir den differenziellen Wirkungsquerschnitt im

LS
do’ , do(20)
=4 cos@
ds2’ dsz
Damit lautet der Rutherfordsche Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung zweier
gleich schwerer Teilchen im Laborsystem:

(}’I’l1 = mz) (1836)

do’ AV 2 cos@’

dsz’ 2E sin*e’

Die Energie E = p #(—00)?/2 kann noch durch die Anfangsenergie der Projektile
Ei{(—00) = m v/l(—oo)2/2 ausgedriickt werden; dies ergibt £ = E1/2.

Energiebilanz

Wegen 0.L/dt = O fiir (16.1) ist die Gesamtenergie des Systems erhalten; dies gilt
fiir jedes Inertialsystem, also sowohl im SS wie im LS. Wegen der Energieerhal-
tung wird die Streuung elastisch genannt. Inelastische Streuung bedeutet dagegen,
dass Energie aus der Relativbewegung durch die Anregung innerer Freiheitsgrade
verloren geht.

Im LS sind die Energien des Projektils vor und nach dem Stof3 von besonderem
Interesse; die Energien der Targetteilchen nach dem Stoff werden dagegen meist
nicht gemessen. Da das Projektil auf das anfangs ruhende Target einen Impuls
ibertrigt, verliert es Energie. Diesen Energieverlust des Projektils wollen wir im
Folgenden berechnen. Dazu quadrieren wir v| = v} — R’ und setzen t = oo ein:

v1(00)* = v} (00)? + R'? — 2 v (00) R’ cos 6’ (18.38)
Aus der Tabelle 18.1 entnehmen wir R’ = m vi(—oo)/M und

mjy mjy my
vi(c0) = ” 7(00) = ” 7(—00) = ” v (—00) (18.39)
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Damit wird (18.38) zu

m22 / 2 / 2 ml2 / 2 / mp ’
"2 V) (=00)" = v (00)” + w2 V) (=00)” — 2 v} (c0) ” v;(—o0) cosf’ (18.40)

Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten des Projektils nach und vor der Streuung

bezeichnen wir mit x,
v/ (c0)
X == (18.41)
vy (—00)

Hierfiir ergibt (18.40) die quadratische Gleichung

2 2my ’ ml2_m22
X _VXCOSQ +T:O (1842)

Der Wert von x bestimmt die Anderung AE 1/E{ der Energie des Projektils:

— sin% 6’ (my = m»)
AEy B\ B9 o] om /my)  (my < my) (18.43)
Ei - Ei(—OO) - - 1 2 1 2 .

O@my/my)  (my > my)

Der Energieverlust ist gering, wenn die Masse eines Projektilteilchens viel grofer
oder viel kleiner als die Masse eines Targetteilchens ist; er ist maximal bei gleich
schweren Teilchen. Aus diesem Grund wird zum Beispiel ein Moderator zur Ver-
langsamung von Neutronen in einem Reaktor aus moglichst leichten Elementen ge-
baut. So wird etwa Deuterium verwendet; Wasserstoff (mit m| & m;) selbst eignet
sich weniger, da er leicht Neutronen einfingt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir noch den Stol von zwei Billardkugeln
(m1 = my, ohne Effekte der Dreh- oder Rollbewegung). Fiir eine streifende Karam-
bolage (0’ « 1) ist der Energieverlust der gespielten Kugel gering. Fiir 6/ — 7/2
(dies entspricht s — 0, also einem zentralen Stof3) geht der Energieverlust gegen
100%; die Spielkugel iibertridgt im Grenzfall ihre gesamte Energie und bleibt nach
der Karambolage stehen.

Die Betrachtungen dieses Abschnitts iiber die Transformation zwischen SS und
LS nehmen keinen Bezug auf die Natur des Wechselwirkungsprozesses. Sie bleiben
daher auch in der Quantenmechanik giiltig. Die Gleichungen miissen jedoch fiir re-
lativistische Geschwindigkeiten modifiziert werden, da hierfiir die Galileitransfor-
mation (18.26) nicht mehr gilt.
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Aufgaben
18.1 Rutherfordstreuung

163

Berechnen Sie den Stoparameter s(6)
als Funktion des Streuwinkels 0 fiir die
Rutherfordstreuung (Potenzial U (r) =
—a/r). Berechnen Sie dazu den Lenz-
schen Vektor (Aufgabe 17.1) fiir die
Zeiten t — —oo und ¢t — +o00,
und verwenden Sie die Konstanz dieses
Vektors.

18.2 Streuquerschnitt fiir U (r) = o/ r?

Berechnen Sie den differenziellen Wirkungsquerschnitt do/d§2 fiir das repulsive
Potenzial U (r) = a/ r2 mit « > 0. Existiert der totale Streuquerschnitt o ?

18.3  Streuung harter Kugeln

Ein Teilchen streut am Potenzial

vy =] =0 18.44
(V)—{O > R) (18.44)

Bestimmen Sie den Streuwinkel 6(s) als
Funktion des StoBparameters s. Uberpriifen
Sie das Ergebnis durch eine geometrische
Uberlegung. Berechnen Sie do/d 2 und o.

Die Wechselwirkung zwischen zwei Billardkugeln (Masse m, Radius a) kann durch
das Potenzial (18.44) mit R = 2a beschrieben werden. Geben Sie den Streuquer-
schnitt do’/d 2’ fiir die Streuung von zwei Billardkugeln im Laborsystem an.



V Starrer Korper

19 Kinematik

Im Teil V behandeln wir die Bewegung eines starren Korpers. Als verallgemeinerte
Koordinaten fiir die Drehbewegung fiihren wir die Eulerschen Winkel ein (Kapitel
19). Die Trigheit des Korpers bei der Drehbewegung wird durch den Trdgheits-
tensor beschrieben (Kapitel 20). In diesem Zusammenhang diskutieren wir den
Tensorbegritf eingehender (Kapitel 21). Die Bewegungsgleichungen selbst werden
als Eulersche Gleichungen (Kapitel 22) oder als Lagrangegleichungen (Kapitel 23)
aufgestellt.

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunkten m,,, deren Abstinde |r, | =
|ry, —r,| konstant sind. Der starre Korper kann als Modell fiir ein Stiick gewohnli-
cher, fester Materie verwendet werden, etwa fiir einen Stein oder einen Kugelschrei-
ber. In diesem Modell werden die inneren Freiheitsgrade (wie etwa Vibrationen) des
Korpers vernachléssigt.

Wir betrachten zundchst N = 3 Massenpunkte. Dann unterliegen die 3N = 9
kartesischen Koordinaten R = 3 Zwangsbedingungen, ndmlich den vorgegebenen
Werten von |ri3|, |r23| und |r3(|. Das System hat also f = 3N — R = 6 Frei-
heitsgrade. Die Lage jedes weiteren Massenpunkts kann durch die Vorgabe von
drei Abstinden zu bereits vorhandenen Massenpunkten fixiert werden. Damit er-
gibt jeder weitere Massenpunkt drei zusitzliche Koordinaten und drei zusitzliche
Zwangsbedingungen. Daher bleibt es fiir N > 3 bei 6 Freiheitsgraden:

f=3N—-R=6 (Starrer Korper) (19.1)

Folgende alternative Uberlegung fiihrt zum selben Ergebnis: Die Lage eines starren
Korpers kann durch die Angabe seines Schwerpunkts (drei Koordinaten) und seiner
Orientierung relativ zu den Achsen eines Inertialsystems (drei Winkel) festgelegt
werden. Die sechs Freiheitsgrade konnen dementsprechend in drei Freiheitsgrade
der Translation und drei der Rotation aufgeteilt werden. Die Bewegung des starren
Korpers wird dann durch die Zeitabhingigkeit von sechs geeigneten Koordinaten
beschrieben.
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/ Abbildung 19.1 Mit dem starren Korper
(unregelmifBige Kontur) wird ein kartesi-
Py A3 / sches Koordinatensystem (KS mit xy, x»
/ und x3) fest verbunden. Die Bewegung des
starren Korpers kann dann durch die La-
Ty X ge von KS relativ zu einem Inertialsystem
0 (mit x, y, und z) beschrieben werden. Der
ro Vektor r( gibt die Position des Ursprungs
0 von KS an. Die Orientierung der Achsen
von KS wird durch drei geeignete Winkel

by festgelegt.

Die Kinematik behandelt die bloBe Beschreibung dieser Bewegung, die Dyna-
mik dagegen untersucht die physikalischen Gesetze, nach denen die Bewegung ab-
lauft. Da die Drehbewegung vergleichsweise kompliziert ist, ist der Kinematik hier
ein eigenes Kapitel gewidmet; die Dynamik wird erst in den Kapiteln 22 und 23
untersucht.

Ein starrer Korper, bei dessen Bewegung ein Punkt festgehalten wird, wird als
Kreisel (im engeren Sinn) bezeichnet. Ein Kreisel hat nur die drei Freiheitsgrade
der Rotation. Man spricht aber auch von (nichtunterstiitzten) Kreiseln, wenn die
Translationsbewegung von der Rotationsbewegung entkoppelt.

Winkelgeschwindigkeit

Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers fithren wir ein korperfestes
kartesisches Koordinatensystem ein, das wir in Teil V durchweg mit KS bezeich-
nen. Neben KS betrachten wir auch ein Inertialsystem IS, in dem Newtons Axiome
gelten; im Gegensatz zum korperfesten KS wird dieses IS als raumfestes Koor-
dinatensystem bezeichnet. Wir verwenden folgende Notation fiir die kartesischen
Koordinaten und die zugehdrigen orthonormierten Basisvektoren von IS und KS:

Raumfestes IS : x, y, z und e, ey, e; (19.2)
Korperfestes KS @ x1, x2, x3 und e, e, €3 '

Da KS fest mit dem Korper verbunden ist, sind die Basisvektoren e;(¢) im Allge-
meinen zeitabhingig. Dann ist KS kein Inertialsystem.

Das korperfeste KS ist nicht eindeutig festgelegt. Ein beliebiger Punkt des star-
ren Korpers wird als Ursprung 0 von KS gewihlt; beliebige, relativ zum Korper
ruhende Achsen werden als Koordinatenachsen von KS genommen. Anstelle von
0 konnte ein um einen konstanten Vektor verschobener Punkt 0 gewihlt werden;
die Achsen konnten um konstante Winkel verdreht werden. Diese Freiheit bei der
Festlegung von KS werden wir spéter ausnutzen, um die Bewegungsgleichungen zu
vereinfachen.
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Der Ursprung 0 des korperfesten Systems KS habe in IS den Ortsvektor ro(z),
Abbildung 19.1. Seine Geschwindigkeit ist dann
dr 0
vo(t) = — 19.3
o(®) 7 (19.3)
Die Zeitableitung bezieht sich (wie immer, wenn nichts anderes gesagt wird) auf
das Inertialsystem. Das korperfeste KS moge sich mit der Winkelgeschwindigkeit
de
o) = — 19.4
Q) yr (19.4)
relativ zum IS drehen. Dabei bezeichnet d ¢ eine Drehung um den Winkel |d¢@| um
eine Achse in Richtung von d¢ (Abbildung 6.1). Die Richtung der Drehachse wie
auch der Betrag der Winkelgeschwindigkeit werden im Allgemeinen zeitabhingig
sein.
Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P, des starren Korpers. Sein Orts-
vektor in IS sei r,, s, Abbildung 19.1. Wir bezeichnen den Vektor vom Ursprung 0
von KS zu P, mit

ry="ry;s—ro (19.5)
Die Geschwindigkeit des Punktes P,, in IS ist dann
d d dr
v\),[S=ErU,IS=E(rO+rV)=v0+ dtv (19.6)

Die Zeitableitung bezieht sich auf die Anderung des Vektors r, beziiglich IS. Nach
(6.11) kann sie folgendermaBen durch die Anderung beziiglich KS ausgedriickt wer-

den:
dr, dr, dr,
= = +wXr,=wxr, (19.7)

Relativ zum korperfesten KS ist r,, zeitunabhéngig, denn 0 und P, sind Punkte des
starren Korpers; daraus folgt der letzte Schritt in (19.7). Die Beziehung (19.7) gilt
auch, wenn o zeitabhingig ist. Aus (19.6) und (19.7) erhalten wir

Vy s =Vo+@XTr, (19.8)

Wir wihlen nun einen anderen Punkt 0’ des starren Korpers als Ursprung des kor-
perfesten Systems (Abbildung 19.2). Der Vektor zwischen 0 und 0’ sei

a=ry—ry (19.9)
Dann gilt fiir den Vektor von 0’ zum Punkt P,

r,=r,+a (19.10)
Dieselbe Argumentation, die zu (19.8) fiihrte, ergibt

vy s =V + @ X (19.11)
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Abbildung 19.2 Als Ursprung des
korperfesten KS wird ein beliebiger
Punkt des starren Korpers (elliptische
Kontur) gewihlt. Diese Wahl ist ohne
Einfluss auf die Winkelgeschwindig-
keit; die Translationsgeschwindigkeit
dndert sich aber geméas (19.14).

Die Geschwindigkeit v, s des Punktes P, in IS ist unabhéngig von der Wahl von
KS. Der Vergleich von (19.8) und (19.11) zeigt

vVo+wxr,=vy+o xr,+o xa (19.12)

Diese Gleichung gilt fiir jeden Punkt des starren Korpers, also fiir beliebige Vekto-
ren r,,. Daraus folgt
o =w (19.13)

und
Vo =V)— @ Xa (19.14)

Die Winkelgeschwindigkeit @ hiingt also nicht von der Wahl des korperfesten KS
ab; als Vektor ist @ auch unabhingig von der Orientierung der Achsen von KS.
Daher ist die Winkelgeschwindigkeit @ eine Grofle, die die Rotation des starren
Korpers charakterisiert. Die Translationsgeschwindigkeit v hingt dagegen von der
Wahl des Ursprungs von KS ab. Die Wahl des Ursprungs ist eine Frage der Zweck-
mifigkeit und wird spiter getroffen.

Wir zeigen noch, dass Winkelgeschwindigkeiten wie Vektoren addiert werden
konnen. Dazu betrachten wir zwei infinitesimale Drehungen d¢, = ®,dt und
d@, = o, dt. Wenn wir diese Drehungen hintereinander auf einen beliebigen Vek-
tor r anwenden, erhalten wir folgende Anderungen dieses Vektors:

dr,=de, xr, dry=de, x (r +dr,) =de, xr (19.15)

Fiir infinitesimale Groflen konnen die quadratischen Terme weggelassen werden.
Damit gilt

dr =dr,+dry=de,+de,) xr = (w, + wp) X rdt (19.16)

Hieraus sehen wir, dass die Reihenfolge zweier beliebiger infinitesimaler Drehun-
gen vertauscht werden kann. Die beiden durch d ¢, und d ¢,, definierten Drehungen
ergeben nacheinander ausgefiihrt die Drehung d ¢, 4+ d ¢,,. Daher gilt fiir die Win-
kelgeschwindigkeiten

0w =w,+w, (19.17)
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Abbildung 19.3 Durch die drei Eulerschen Winkel ¢, ¢ und 6 wird die Lage der x;-
Achsen des korperfesten Systems relativ zum raumfesten IS (mit x, y und z) festgelegt. Die
Winkelgeschwindigkeiten ¢, v und 6, die sich aus der Anderung jeweils eines Eulerschen
Winkels ergeben, sind an der zugehorigen Drehachse angeschrieben.

Endliche Drehungen vertauschen dagegen im Allgemeinen nicht; in der Darstellung
von Drehungen durch Matrizen (Kapitel 21) entspricht dies der Nichtvertauschbar-
keit der Matrizenmultiplikation. Man konnte auch einer endlichen Drehung um den
Winkel |@| um eine Achse in Richtung von ¢ den Vektor ¢ zuordnen. Zwei hinter-
einander ausgefiihrte endliche Drehungen werden aber nicht durch die Summe der
beiden ¢-Vektoren dargestellt. Daher fiihren wir eine solche Zuordnung fiir endli-
che Drehungen nicht ein.

Eulersche Winkel

Um die Lage des starren Korpers zu jeder Zeit anzugeben, bendtigen wir geeignete
verallgemeinerte Koordinaten. Dazu nehmen wir drei kartesische Koordinaten, die
den Vektor r( festlegen, und die drei Eulerschen Winkel ¢, ¢ und 6, die die Rich-
tung der Achsen von KS relativ zu IS angeben. Fiir die Notation der Koordinaten in
KS und IS gilt weiterhin (19.2).

Zur Definition der Eulerwinkel betrachten wir Abbildung 19.3. Die x-y-Ebene
und die x1-x2-Ebene schneiden sich in der Knotenlinie K; ihrer Richtung wird der
Einheitsvektor ex zugeordnet. Die Eulerschen Winkel werden dann folgenderma-
Ben definiert:

¢ : Winkel zwischen der x-Achse und K
Y Winkel zwischen K und der x;-Achse (19.18)
6 : Winkel zwischen der z- und der x3-Achse

Diese drei Eulerschen Winkel legen die Ausrichtung des starren Korpers fest. Wir

werden sie spiter als verallgemeinerte Koordinaten in der Lagrangefunktion ver-
wenden (Kapitel 23).
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Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit und
den Eulerschen Winkeln her. Dazu betrachten wir die drei speziellen Drehungen,
bei denen jeweils zwei Eulersche Winkel festgehalten werden:

dp=dy =0 : wg=0eg (19.19)
dy =do =0 : wy=de, (19.20)
d9=dp=0 : wy=1e; (19.21)

Im ersten Fall ist die Knotenlinie K die Drehachse. Im zweiten Fall erfolgt die
Drehung um die z-Achse. Im dritten rotiert der starre Korper um seine x3-Achse; die
Knotenlinie ist konstant. Man mache sich diese Drehungen anhand von Abbildung
19.3 Klar.

Wir driicken die Einheitsvektoren ex und e, durch diejenigen des korperfesten
KS aus:

ex = cosyr el —siny e (19.22)
e, = sinf sinyr ey +sinf cosy ez + cosb e3 (19.23)

Beliebige infinitesimale Drehungen entsprechen unabhiingigen Anderungen de¢,
dy und d6 der Eulerwinkel. Da die Reihenfolge der infinitesimalen Drehungen
beliebig ist, gilt

do =wdt = (w9 + wp + @y) dt (19.24)

und damit
W=w9+wy+wy =0ex+ e, +Ve;3 (19.25)

Den Vektor w konnen wir — wie jeden anderen Vektor — durch seine Komponenten
im korperfesten KS oder im raumfesten IS darstellen:

wrel+wex+wies = (w1, w2, w3)
= (19.26)
wyex +wyey +we; = (wx, wy, ©)

Die Komponenten von @ erhilt man durch Projektion auf die jeweiligen Basisvek-
toren. In Anwendungen werden wir bevorzugt die Komponenten w1, w> und w3 im
korperfesten KS benutzen, also

wi = w-e; =¢ sinb siny +6 cosy
® - e :(i) sin Cosw—é sin ¢ (19.27)
w-e3:(;5 cosG—i-l/}

w2

w3

Die rechte Seite folgt aus (19.25) und (19.22, 19.23). Hierdurch sind die Winkel-
geschwindigkeiten durch die Eulerschen Winkel und ihre Zeitableitungen ausge-
driickt.
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Wir bestimmen die kinetische Energie der Rotationsbewegung eines starren Kor-
pers. Diese Energie ist eine quadratische Form in der Winkelgeschwindigkeit. Die
Koeffizienten ®;; dieser quadratischen Form definieren den Trigheitstensor.

Kinetische Energie

Der starre Korper bestehe aus N Massenpunkten m,,, v = 1, ..., N. Die kinetische
Energie T ist dann die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massenpunk-
te:

N N N N
(19.8)
2T = E mvvils = E m,,vg—|—22 mv(wxr,,)-vo—i-z m,)(wxr,,)2
v=1 v=I v=1 v=1

(20.1)
Dabei ist r,, der Vektor vom Ursprung 0 des korperfesten KS zum Massenpunkt m,,
(Abbildung 19.1). Durch geeignete Wahl des Ursprungs kann der in w lineare Term
zum Verschwinden gebracht werden:

N N 0 fir vo=0
va (wxru)~v0:(voxw)-2mvrvz (20.2)
— it 0 fir Y  myr,=0
Der erste Fall setzt voraus, dass der Ursprung von KS ruht; dies gilt insbesondere
fiir einen Kreisel mit dem Ursprung O als Unterstiitzungspunkt. Der zweite Fall
setzt voraus, dass der Ursprung 0 gleich dem Schwerpunkt des starren Korpers ist;
dann verschwindet der Schwerpunktvektor >~ m, r, /M. Im Folgenden wird immer
einer dieser beiden Fille betrachtet. Mit (20.2) wird (20.1) zu einer Summe aus der
kinetischen Energie der Translation (7ans) und der Rotation (7io):

M 1 &
=20+ 5 3 my@xr) = T+ Tro (203)

v=1

Wir werten jetzt i im korperfesten KS mit den kartesischen Koordinaten x1, x;
und x3 aus. Die Komponenten der Vektoren @ und r, in KS bezeichnen wir gemif

® = (w1, w2, w3) und ry = (x], x5, x3) (20.4)

171
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Mit
3 3
(@ x r)2 = o?r?— (@ - r)2 = Za)kzrz — Z W; Xj Wy X)
k ik=1
3
= > (r?8u —xix) o ox (20.5)
ik=1
wird Tior Zu
1Y 1<
Trot = 5 ‘;mv (w x rv)2 = 3 'kZ:] O w; Wi (20.6)
= i k=

Dabei haben wir die zweifach indizierte Grof3e

N
Oik = Z my (r} 8 —x/xy)  Trigheitstensor (20.7)

i
v=1

eingefiihrt. Diese Grofe erhilt die Bezeichnung Trégheitstensor. Zusammen mit
den r, sind die ®;; zeitunabhdngig.

Der Begriff Tensor bezieht sich auf das Transformationsverhalten der ®;; bei
orthogonalen Transformationen; er wird formal im néchsten Kapitel definiert.

Massendichte
Wir geben den Trigheitstensor noch fiir eine kontinuierliche Massenverteilung mit

Masse Am

—_— = — (20.8)
Volumen AV

o(r) = Massendichte =

an. Hierbei ist AV ein kleines Volumen bei r, in dem sich die Masse Am befindet.
Das Volumen AV wird so grof} gewihlt, dass es viele Atome enthilt; wir beziehen
uns hier auf gewohnliche Materie (Festkorper, Fliissigkeit, Gas). Andererseits soll
AV so klein sein, dass eventuelle makroskopische Inhomogenititen nicht heraus-
gemittelt werden. Fiir einen Festkorper konnte zum Beispiel (AV)!/3 ~ 107 cm
gewihlt werden; dann sind etwa 10* bis 10° Atome in AV enthalten.

Ein Korper mit einer zeitunabhingigen, kontinuierlichen Massendichte o(r) im
korperfesten System kann als starrer Korper behandelt werden. Dazu denken wir
uns das Volumen des Korpers in N Teilvolumina AV, bei r,, zerlegt. Die Masse

m, = o(r,) AV, (20.9)

jedes Teilvolumens ersetzen wir durch eine Punktmasse m, bei r,. Dann liegt ein
starrer Korper vor, wie wir ihn im letzten Kapitel eingefiihrt haben. Der Fehler bei
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der Ersetzung durch die Punktmassen geht im Grenzfall N — oo (und AV,, — 0)
wegen

N N
Yom =Y o) AV, L fd3r o(r) ... (20.10)

v=1 v=1

gegen null. Die Integration kann iiber den gesamten Raum gehen; denn auflerhalb
des Korpers ist o(r) = 0. Aus (20.10) und (20.7) erhalten wir

O = /d3r o(r) (r*8ix — x; xi) (20.11)

Die Definition (20.8) kann auch auf eine Ansammlung von Punktmassen angewandt
werden. Hierfiir gilt

N
o(r) =Y m, 8(r—r)) (20.12)
v=1
Wenn man dies in (20.11) einsetzt, erhilt man wieder (20.7).

In diesem Abschnitt haben wir eine zeitunabhingige Massendichte betrachtet,
also insbesondere die Massendichte eines starren Korpers im korperfesten System.
Im Allgemeinen hingt die Massendichte auch von der Zeit ab, o = o(r, t). Dies gilt
zum Beispiel fiir die Massendichte eines starren Korpers in einem Inertialsystem
oder fiir die Massendichte eines nichtstarren Korpers.

Drehimpuls
Der Drehimpuls (4.11) fiir ein System von Massenpunkten hingt vom Bezugspunkt
ab:
L Doy my Py s X Fy i) (Ursprung von IS) @0.13)
>, my (ry X Fy) (Ursprung von KS)

Die Zeitableitung bezieht sich in beiden Ausdriicken auf ein Inertialsystem (IS). Als
Bezugspunkt wihlen wir im Folgenden den Ursprung eines korperfesten KS. Mit

d
iy = <ﬂ> 12D o xr, (20.14)
dt Jig

erhalten wir:
N
L= varv X (@ X Iy) (20.15)
v=1

Wir werten dies in den kartesischen Koordinaten x; von KS aus. Mit

3

3
FX(@Xr)=wr>—r(w-r)= Z Z (r?8ix — x; xk) w € (20.16)
i=1 k=1
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und (20.7) erhalten wir
303 3
L= Y Ouwei=) Lie (20.17)
i=1k=1 i=1
Wir fiihren die Matrix ® und die Spaltenvektoren L und w ein,
L, O Op O )
L=| Ly |, O=| 6Oy Op Opy|, w=| w (20.18)
L3 O3 BOxn O3 w3

Damit kénnen wir (20.17) in Matrixform schreiben:
L=0Fw (20.19)

Eine weitere mogliche Schreibweise ergibt sich, wenn wir die Dyade @ einfiihren:

3
6= > Oiceioe (20.20)
i, k=1

Das dyadische Produkt ,,0* ist so definiert (siche auch ndchstes Kapitel), dass
die skalare Multiplikation von e; o e; mit einem beliebigen Vektor a den Vektor
e; (ex - a) ergibt. Damit konnen wir die Beziehung zwischen Drehimpuls und Win-
kelgeschwindigkeit alternativ in Komponenten-, Vektor- und Matrixschreibweise
angeben:

3
Li=Y Oyor. L=60 0, L=0ow (20.21)
k=1

Dem Vektor @ wird durch die Dyade © ein anderer Vektor L zugeordnet; entspre-
chend wird dem Spaltenvektor w durch die Matrix @ der Spaltenvektor L zugeord-
net. Die Richtungen von L und w sind im Allgemeinen verschieden.

Fiir die kinetische Energie Ty (20.6) lautet die Komponenten-, Vektor- und
Matrixschreibweise:

-~

3
I 1 1
To=5 ) Onowiwg=;0 (0-0)= 060 (20.22)

i,k=1

Der obere Index T bezeichnet die transponierte Matrix; 7 ist dann der Zeilenvektor
(w1, w2, w3).

Durch
3

Om=n-(0-n)=n"On= Y Ounin (20.23)
i,k=1
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definieren wir das Trdgheitsmoment beziiglich einer durch den Einheitsvektor n :=
nT = (ny, na, n3) festgelegten Achse. Die Diagonalelemente von ©; sind die Trég-
heitsmomente beziiglich der Koordinatenachsen. Solche Trigheitsmomente treten
etwa dann auf, wenn man die Rotation um eine festgehaltene Achse betrachtet, also
fiir

w=w,n (20.24)

Die n-Komponente des Drehimpulses ist dann

-~

Ly=n-L=n-(0-0)=n-(0 n)w, = O, o, (20.25)

Hauptachsentransformation

Zur Einfiihrung des Tréigheitstensors haben wir uns auf das korperfeste System be-
zogen, so dass ®;; = const. Die konkreten Werte ®;; hingen von der Orientie-
rung des korperfesten KS ab. Die Eigenwerte (Haupttragheitsmomente) der Matrix
® = (Oj;) sind jedoch von dieser Orientierung unabhingig; sie sind damit Eigen-
schaften des starren Korpers, so wie seine Masse. In diesem Abschnitt diskutieren
wir das Verfahren zur Bestimmung der Haupttrigheitsmomente.

Wir betrachten zwei verschiedene korperfeste Systeme, KS und KS’, die gegen-
einander verdreht sind; sie sollen aber denselben Ursprung haben. Die Winkelge-
schwindigkeit @ habe in KS die Komponenten w; und in KS" die Komponenten ).
Die Transformation zwischen diesen Komponenten lautet

3
a)l/ = Z ok W , o =aw (20.26)
k=1

Rechts ist die Matrixschreibweise mit dem Spaltenvektor w und der 3 x 3-Matrix
o = (aj;) angegeben. Die Transformation ist orthogonal, @ @’ = 1. Daher ist die
Riicktransformation

w=alo (20.27)

Die orthogonalen Transformationen werden auf den ersten drei Seiten des néchsten
Kapitels noch detaillierter behandelt.

Wir setzen die Transformation (20.27) in die kinetische Energie der Rotation
ein:

2Ti= ' O w= (aTw/)T ) (aTa)/) =T (Ot ® ozT) o =0T0 & (20.28)
Man kann nun o so wihlen, dass die Trigheitsmatrix @' in KS’ diagonal ist:
& 0 0

0 =(0))=a0a"=| 0 O 0 (20.29)
0 0 63
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Das System KS’, in dem ©’ diagonal ist, heiBt Hauptachsensystem. Die Diagonal-
elemente G)Z’ ;» die wir mit ®; bezeichnen, sind nach (20.23) die Trigheitsmomente
beziiglich der Rotation um die Achsen von KS'; sie heilen Haupttrigheitsmomente.

Die Triagheitsmomente @; sind positiv. Um dies formal zu zeigen, werten wir
die Definitionsgleichung (20.7) in KS' fiir ®1 aus:

N

N
O =0 = Z m, (r;2 - (xi”)2> = va ((xé‘))z + (xé”)z) >0 (20.30)

v=1 v=1

Alle Massen werden mit dem Quadrat ihres zur x;-Achse senkrechten Abstands
gewichtet. Dies gilt entsprechend fiir die anderen ©);.

Eine gegebene symmetrische Matrix ® kann durch eine orthogonale Transfor-
mation diagonalisiert werden. Das heilit, « = («;x) in (20.29) kann so gewéhlt
werden, dass o @ T diagonal ist. Wir beweisen konstruktiv, dass dies moglich ist;
das heif3t, wir bestimmen die o, die @ diagonalisieren. Wir multiplizieren (20.29),
a @a’ = O’ von links mit o™

Oat=a’e (20.31)

Wir bezeichnen die k-te Spalte von oT als Spaltenvektor »®:

Qg1
a’ = (0, 0@ 0P) also o® = an (20.32)
a3
Damit ldsst sich die k-te Spalte von (20.31) in der Form
0 o™ = 6,0 (20.33)

schreiben. Dies ist die Eigenwertgleichung der Matrix ©. Aus ihr lassen die Eigen-

werte Oy und die zugehdrigen Eigenvektoren w® bestimmen. Die Eigenwerte Oy

sind die Haupttrigheitsmomente @, wihrend die Eigenvektoren »® die orthogo-

nale Matrix o bestimmen. Wir stellen jetzt das Verfahren vor, wie man zu einer

gegebenen symmetrischen Matrix @ die Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt.
Mit der Einheitsmatrix I konnen wir (20.33) auch in der Form

(@ —6kl)o® =0 (20.34)

schreiben. Dies stellt ein lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die drei Kom-
ponenten von »® dar. Es hat die triviale Losung ® = 0. Wir suchen eine nicht-
triviale Losung; daher darf (20.34) nicht eindeutig 16sbar sein. Also muss

det (© — & 1) =0 (20.35)
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gelten. Dies ist ein Polynom 3. Grades in & mit den drei Losungen &1, ®, und
®3. Aus physikalischen Griinden sind alle Eigenwerte positiv, wie in (20.30) ge-
zeigt wurde. Die Eigenvektoren »® und o®) sind fiir ©; /=O automatisch or-
thogonal, fiir zusammenfallende Eigenwerte (fiir ®; = &;/) konnen sie orthogonal
gemacht werden. Mit w® 16st auch const. - 0®) die Eigenwertgleichung (20.33).
Wir bestimmen die Konstante so, dass die Eigenvektoren normiert sind. Die nun-
mehr orthonormierten Vektoren w®) bilden die Spalten von T (also die Zeilen von
a). Sie stellen daher die Basisvektoren des Koordinatensystems KS’ dar, in dem &
diagonal ist.

Die Gleichung (20.35) fiir die Haupttrigheitsmomente ist unabhingig von der
Orientierung des korperfesten Koordinatensystems, denn

det (6" — O 1) = det (a (O — Ox I a") = det (6 — O I (20.36)

Hierbei wurde det (A B) = det(A) det(B) und det (¢ aT) = 1 benutzt. Wenn
man noch einen bestimmten Ursprung von KS wihlt (etwa den Schwerpunkt des
starren Korpers), dann sind die Haupttrigheitsmomente festgelegt. Insofern sind sie
Eigenschaften des starren Korpers (wie seine Masse).

Physikalisch sind die Hauptachsen dadurch ausgezeichnet, dass bei einer Rota-
tion um eine Hauptachse (also fiir © = ©®) der Drehimpuls L parallel zu @ ist.
Wir zeigen dies in Matrixschreibweise:

L=0o® =0;,0%, aso LI o® (20.37)

Bei symmetrisch gebauten Korpern (zum Beispiel Quader) fallen die Hauptachsen
mit den Symmetrieachsen zusammen.

Wenn alle drei Haupttriagheitsmomente verschieden sind, sprechen wir auch von
einem unsymmetrischen Kreisel. Sind zwei gleich, so handelt es sich um einen
symmetrischen Kreisel. Fiir eine Kugel oder einen Wiirfel sind alle Haupttrigheits-
momente gleich.
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Aufgaben
20.1 Steinerscher Satz

Ein starrer Korper hat den Trigheitstensor ®;. Dieser Tensor bezieht sich auf ein
korperfestes Koordinatensystem KS, dessen Ursprung gleich dem Schwerpunkt ist.
Berechnen Sie den Trigheitstensor @/, in einem Koordinatensystem KS’, das um
den Vektor a relativ zu KS verschoben ist und dessen Achsen parallel zu KS liegen.
Dieser Zusammenhang heif3t Steinerscher Satz.

20.2 Trigheitstensor des homogenen Wiirfels

Ein homogener Wiirfel (mit der Dichte op und der Kantenlidnge a) rotiert um ei-
ne Achse, die durch den Mittelpunkt und durch eine Ecke geht. Wie grof} ist das
Tragheitsmoment beziiglich dieser Achse?

20.3 Trigheitstensor des homogenen Quaders

/ @ Bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente
®; eines Quaders mit konstanter Massen-
: ,/ / dichte oo und den Seitenldngen a, b und
e y c. Der Quader rotiert mit der Winkelge-
N M schwindigkeit @ = |@| um eine Achse, die
,‘é S — mit einer Raumdiagonalen des Quaders zu-
sammenfillt. Wie grof3 ist das Trigheitsmo-
ment © beziiglich dieser Achse? Driicken
Sie die kinetische Energie der Rotation al-
ternativ durch die ®; oder durch ® aus.

/
R

20.4 Trigheitstensor des homogenen Ellipsoids

Bestimmen Sie die Haupttrigheitsmomente ®; eines homogenen Ellipsoids (Masse
M) mit den Halbachsen a, b und c.

Die Massenverteilung der Erde kann durch ein homogenes Rotationsellipsoid
(a = b) angendhert werden. Die Abplattung der Erde ist durch (@ — ¢)/a =~ 1/300
gegeben. Wie grof ist dann A® /O = (O3 — O1)/O3?

Bestimmen Sie den Trigheitstensor einer homogenen Kugel (Radius R, Masse
Mk), auf deren Aquator vier zusitzliche Punktmassen m gleichabstindig (bei ¢ =
0, t/2, 7 und 37/2) angebracht sind. Wihlen Sie die Parameter R und m so, dass
der Trégheitstensor gleich dem eines homogenen Rotationsellipsoids mit der Masse
Mg = Mg + 4m ist.
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20.5 Abplattung der Erde

Die Erde ist in guter Ndherung ein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit den Halb-
achsen a = b < c. Die Gravitationsenergie Wer,y und die Masse M eines Rotati-
onsellipsoids mit homogener Massendichte oq sind

2 .
3GM?* arcsine und M= 4n 00a’h = 4n 00 R

Weray = —
grav 5a e 3 3

Dabei wurden die Exzentrizitit ¢ = (1 — ¢%/a?)!/? und der mittlere Radius R =

(a*¢)'/3 verwendet. Das Rotationsellipsoid rotiert im kérperfesten System mit dem
Drehimpuls L3 = ®3 w3 um die Figurenachse. Dann ist seine Gesamtenergie

12
Wiotal = Trot + Wgrav = 2—53 + Wgrav

Die deformierbare Erde stellt sich nun so ein, dass Wy als Funktion der Exzentri-

zitdt ¢ minimal wird; dabei sind der Drehimpuls L3 und die Masse M fest vorgege-

ben. Berechnen Sie hieraus die Erdabplattung (a — ¢)/a. Entwickeln Sie dazu Wi,y

und das Tragheitsmoment @3 bis zur ersten nichtverschwindenden Ordnung in €.



21 Tensoren

Wir nehmen die Einfiihrung des Trigheitstensors zum Anlass, Definition und Re-
chenregeln von Tensoren zusammenzustellen. Diese mehr formale Diskussion ist
keine notwendige Voraussetzung fiir die folgenden Kapitel; hierfiir geniigen die
auch bisher schon vorausgesetzten Grundkenntnisse der Vektorrechnung.

Die Tensoren des dreidimensionalen Raums werden durch ihr Verhalten unter ortho-
gonalen Transformationen definiert. Wir bezeichnen sie daher auch als 3-Tensoren
(insbesondere zur Unterscheidung von Lorentztensoren oder 4-Tensoren in Teil IX).
Aus der Definition ergeben sich die Regeln fiir die Konstruktion neuer Tensoren
durch Addition, Multiplikation oder Kontraktion. Wir diskutieren eine Reihe von
Anwendungen wie das Skalar- und Vektorprodukt und definieren schlie3lich noch
Tensorfelder. Analoge Begriffsbildungen werden uns fiir Lorentztensoren im vier-
dimensionalen Minkowskiraum wieder begegnen (Kapitel 37).

Orthogonale Transformationen

Wir betrachten kartesische Koordinatensysteme (KS) im gewohnlichen dreidimen-
sionalen Raum. Die Koordinaten werden mit x; und die Basisvektoren mit e; be-
zeichnet. Die Bezeichnung erfolgt unabhingig von der in den vorigen Kapiteln, wo
KS das korperfeste System eines starren Korpers war; die KS dieses Kapitels kon-
nen auch Inertialsysteme sein.

Zwei Koordinatensysteme KS und KS’ seien relativ zueinander gedreht, Abbil-
dung 21.1. Ein Ortsvektor r kann alternativ nach den Basisvektoren e, von KS oder

e} von KS’ entwickelt werden:

r=2xnen=2x;e} (21.1)

Die Entwicklungskoeffizienten heifen Komponenten des Vektors. Die Darstellung
des Vektors r durch seine Komponenten, r := (x1, x2, x3), hdngt offensichtlich von
der gewihlten Basis ab (also vom gewihlten Koordinatensystem).

Fiir kartesische Koordinatensysteme sind die Basisvektoren orthogonal:

GUCkTORT N0 firi /% :

180
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KS' KS
x! X2 P P
2 (Xla xz)
PP = ( x'P_ x/P
1-72 Abbildung 21.1 Ein Massenpunkt P habe
, im KS (hier zweidimensional dargestellt) die
r X
1

Koordinatenwerte (x}, x) und im gedrehten
KS’ andere Werte (x|F, x}¥). Der Ortsvektor
r des Massenpunkts P ist durch diese Koor-
dinatenwerte festgelegt, (21.1).

X1

Entsprechend gilt e} - e;. = §;x. Wir multiplizieren (21.1) mit e; und erhalten

3 3

X, = Z(e; cey) x, = Zam Xn (21.3)

n=1 n=1

Die «j, = e:. - e, sind koordinatenunabhiéngige Koeffizienten, die von der relativen
Lage von KS und KS’ abhéingen.

Wir berechnen das Skalarprodukt r> = r - r fiir die in (21.1) angegebenen
Entwicklungen:

2
2 n xll
ro= 2 21.4)
Zi Xim = Zm Zn ( Zi Qim olin> Xm Xn
In der zweiten Zeile wurde xlf = Zn ain X, eingesetzt. Beide Zeilen miissen fiir

beliebige x,, tibereinstimmen. Daraus folgt

3

Z Uim Oin = Smn (orthogonale Transformation) (21.5)

i=1
Aus den 9 Koeffizienten «;, kann man die drei Zeilenvektoren a; = («;1, @2, &;3)
bilden (i = 1, 2, 3), die zueinander orthogonal sind. Daher heif3t die Transformation
(21.3) mit (21.5) orthogonale Transformation.

Die zu (21.3) gehorige Riicktransformation erhélt man, indem man (21.3) mit

o, multipliziert, iiber i summiert und (21.5) benutzt:

3
X =Y Clim X (21.6)

i=1

Die behandelten Relationen kann man auch in der kurzen und iibersichtlichen Ma-
trixschreibweise angeben. Dazu fiihren wir die Matrix «, den Spaltenvektor x und

den dazu transponierten Vektor x™ ein:
all o o3 X1 T
a=| oy an a3 |, x=| x|, x' = (x1, x2, x3)  (2L.7)

o3] (32 33 X3
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Damit lauten die Hin- und Riicktransformation

X =ax und x=alx (21.8)

Aus der Invarianz des Skalarprodukts, x'Tx’ = xTaTa x = xTx, folgt (21.5) in der
Form

ofa=1, aso a'=al (21.9)

Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢. Aus

e, = e cosp+ersing
e, = —ejsing+epcosy (21.10)
e, = e3

folgen die «;,, die wir zur Matrix o zusammenfassen:

cosp sing O
o= (aiy) = (e, -e,) = | —sing cosg 0 (21.11)
0 0 1

Nach Kapitel 19 ist die relative Lage zweier Koordinatensysteme durch 3 Winkel
festgelegt. Die Matrix « hiingt daher von drei kontinuierlichen Parametern ab'.

Da zwei sukzessive Drehungen wieder eine Drehung ergeben, bilden sie eine
Gruppe (man iiberzeugt sich leicht davon, dass alle Gruppenaxiome erfiillt sind).
Diese Aussage gilt auch fiir die Darstellung der Drehungen durch die Matrizen «.

Wir haben hier zwei relativ zueinander gedrehte Koordinatensysteme und einen
Vektor r betrachtet, Abbildung 21.1. Drehungen kénnen auch von folgendem, alter-
nativen Standpunkt aus betrachtet werden: In einem gegebenen KS wird der Vektor
r gedreht. Der gedrehte Vektor 7’ = )" x/e; mit x] = ) a;,x, ist dann im All-
gemeinen verschieden von r. Beide Standpunkte sind moglich und iiblich. Bei dem
hier eingenommenen Standpunkt stellt der Vektor eine physikalische GroBe dar,
zum Beispiel den Impuls eines Teilchens. Ein Beobachter beschreibt diese Grofie
in Bezug auf ein von ihm gewihltes KS, also durch die drei Zahlen x;. Die glei-
che physikalische Grofle wird von einem anderen Beobachter mit einem anderen
Koordinatensystem durch andere Zahlen x; beschrieben. Dieser Standpunkt ist ins-
besondere dann einzunehmen, wenn Ereignisse von Beobachtern in verschiedenen
IS betrachtet werden (wie bei der passiven Galileitransformation, Kapitel 5). Der
alternative Standpunkt entspricht dagegen einer aktiven Galileitransformation.

IDjes kann man auch so sehen: Gleichung (21.5) gilt firm = 1,2,3und n = 1, 2, 3, stellt also
9 Bedingungen dar. Die Bedingungen fiir (m,n) und (n, m) sind aber gleich. Damit verbleiben 6
unabhingige Bedingungen zur Bestimmung der 9 Grofien ;. Also bleiben 3 Grofien unbestimmt.
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Definition

Wir betrachten Grof3en, die keinen, einen oder mehrere Indizes haben. Diese Indizes
sollen die Werte 1, 2 und 3 annehmen; sie werden mit lateinischen Buchstaben (i,
. ) bezeichnet.

Eine GroBe ohne Index, die sich bei orthogonalen Transformationen nicht 4n-
dert, heil3t Skalar oder Tensor nullter Stufe. Ein Beispiel ist das Skalarprodukt des
Ortsvektors, r? = xTx = Y x2.

Eine Grofle V; mit einem Index, die sich wie die Komponenten x; des Ortsvek-
tors (21.3) transformiert, also

3
Vi=Y ain Vs (21.12)

n=1

hei3t Tensor 1. Stufe. Analog zu (21.6) erhalten wir die Riicktransformation

3
V=Y tim V/ (21.13)

i=1

Eine N-fach indizierte Grofe heifit Tensor N-ter Stufe, wenn sie sich komponen-
tenweise wie die x; transformiert:

3 3 3
T1/112 N = Z Z Z ll”l aiznz e Uiyny Tnlnz...nN (2114)

Die Umkehrtransformation wird analog zu (21.13) gebildet.
Fiir einen Tensor 1. und 2. Stufe konnen die Transformationen in Matrixform
angeschrieben werden:

V=aV, V=alV, T'=aTa', T=a"T« (21.15)

Dabeiist V = (V;) ein Spaltenvektor und T = (7j;) eine 3 x 3-Matrix. Fiir Tensoren
hoherer Stufe ist diese Matrixschreibweise nicht moglich.

Mit dem Begriff Tensor ist immer die Gesamtheit der indizierten Grofen ge-
meint. In einer ausfiihrlicheren Bezeichnungsweise werden die indizierten Grofen
selbst als ,,Komponenten des Tensors* bezeichnet; jede Komponente fiir sich ist eine
Zahl, deren Wert von den Indexwerten abhingt. Wir gehen in der Vereinfachung der
Bezeichnungsweise noch einen Schritt weiter und verwenden die Begriffe ,,Tensor
1. Stufe” und ,,Vektor* synonym. Damit nehmen wir eine Mehrdeutigkeit in Kauf:
In (21.1) war r der Vektor, und x; seine Komponenten. In verkiirzter und iiblicher
Sprechweise bezeichnen wir jetzt auch die einfach indizierte Grof3e x; selbst als
Vektor. Wenn man mit indizierten Grof3en arbeitet (und dies ist oft vorteilhaft), wi-
re es umstéindlich, diese immer mit ,,Komponenten des Vektors* zu bezeichnen. In
Gleichungen muss natiirlich weiterhin zwischen r und x; unterschieden werden.
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Rechenregeln

Aus der Definition der Tensoren ergeben sich folgende Regeln zur Konstruktion
weiterer Tensoren. Wenn S und 7" Tensoren sind, dann gilt:

1. Addition von Tensoren gleicher Stufe:

BSi,..ix + v Ti,..iy istein Tensor der Stufe N (21.16)

2. Multiplikation von Tensoren:

Siy.ix Tjy...jyy  1stein Tensor der Stufe N + M 21.17)

3. Kontraktion von Tensorindizes:

3
Z Si\..k..k.iy 1stein Tensor der Stufe N — 2 (21.18)
k=1

4. Tensorgleichungen:

3
S, = Z Uity T, — Uy ist ein Tensor der Stufe 2 (21.19)
k=1

Der erste und zweite Punkt folgen unmittelbar aus der Tensordefinition, den dritten
moge der Leser selbst beweisen. Wir leiten die vierte Behauptung in Matrixschreib-
weise ab. Voraussetzung ist hier die Giiltigkeit von S; = ) Uy T in allen KS und
die Vektoreigenschaft von S; und 7;. Aus (21.15) folgt

S=aS=aUT=aUd"aT =(aUa")T’ (21.20)

Der Vergleich mit S/ = " U/, T} ergibt

3
U'=aUda" oder U, = > i Uik (21.21)
i,k=1

Damit ist gezeigt, dass Uj ein Tensor ist.

Tensorgleichungen

Eine Vektor- oder Tensorgleichung ist forminvariant oder kovariant unter ortho-
gonalen Transformationen. So gehen zum Beispiel folgende Gleichungen durch or-
thogonale Transformation auseinander hervor:

3 3
Li=Y Ono, <« Li=) 6,0, (21.22)
=1

n=1
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Die Form dieser und anderer Tensorgleichungen ist invariant bei orthogonalen
Transformationen. Die Werte der einzelnen Komponenten hingen aber vom spe-
ziellen KS ab.

Die Isotropie des Raums (Kapitel 11) bedeutet, dass grundlegende Gesetze der
Physik unabhiéngig von der Orientierung des Bezugssystems sind (wir setzen jetzt
Inertialsysteme voraus). Die Form dieser Gesetze in kartesischen Koordinaten darf
dann nicht von der Orientierung (Richtung der Achsen) des gewihlten KS abhin-
gen. Daher gilt:

e Aus der Isotropie des Raums folgt, dass grundlegende physikalische Gesetze
Tensorgleichungen sind.

In Komponentenschreibweise sind solche Tensorgleichungen forminvariant unter
orthogonalen Transformationen, wie etwa (21.22). Die Vektorschreibweise (etwa
L=6- ) ist vollig koordinatenunabhéngig.

Die Bedingung der Kovarianz (Forminvarianz) ist eine starke Einschriankung an
die mogliche Form der Gesetze. Sie ist daher besonders niitzlich bei der Aufstel-
lung neuer Gesetze. Zusitzlich zu der hier betrachteten Kovarianz gegeniiber ortho-
gonalen Transformationen werden wir in der Mechanik auch Kovarianz gegeniiber
den Transformationen zwischen verschiedenen Inertialsystemen verlangen (Kapitel
5). In der relativistischen Mechanik wird dies zur Kovarianzforderung gegeniiber
Lorentztransformationen (Kapitel 37).

Beispiele fiir Tensoren

Das Standardbeispiel fiir einen Skalar ist das Skalarprodukt Vi2 eines Vektors V;
mit sich selbst. Andere Skalare sind die Masse m eines Teilchens, die Zeit ¢ und die
Temperatur 7.

Aus (21.3) folgt, dass die Koordinatendifferenziale

3
dx{ = aindx, (21.23)
n=1

Vektoren sind. Damit ist auch die Geschwindigkeit vy = dxi/dt ein Vektor, denn

dx! 3 dx 3
v = t’ = i 7: =) atin vy (21.24)
n=1

d

n=1
Analog zeigt man, dass die Beschleunigung b; = dv;/dt ein Vektor ist. Aus den
Rechenregeln folgt, dass die kinetische Energie m v%/2 ein Skalar ist.
Durch folgende Zuweisungen werden drei verschiedene, einfach indizierte Gro-
Ben definiert:

1 m vl X1
w)y=12]. W={x]. W=|wx: (21.25)
0 4 V3 X3

Keine dieser Groen ist ein Vektor.
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Im letzten Kapitel hatten wir durch

N
O =Y my (r) 8 — x x7) (21.26)
v=I

den Trégheitstensor eingefiihrt. Wir zeigen nun formal, dass dies ein Tensor 2. Stu-
fe ist: Die Massen m,, dndern sich nicht bei einer Drehung des KS, sie sind also
Skalare. Die Ortsvektoren x;" der einzelnen Massenpunkte sind Vektoren. Dann ist
m, x; x; ein Tensor 2. Stufe. Das Transformationsverhalten von m, rv2 ik ist gleich
dem von §;, da rv2 und m, Skalare sind. Das Kroneckersymbol §;; ist zunichst
durch eine einfache Zahlenzuweisung wie in (21.2) definiert. Damit ist dieses Sym-
bol unabhingig vom KS definiert; in jedem anderen KS’ gilt §;, = 8. Das so
definierte §;; erfiillt aber auch die Definition eines Tensors:

3 3 3
(21.14) (21.5)
S = Z Zainak18;11=zai;1akn =" dix (21.27)
n=1 =1 n=1

Das Kroneckersymbol §; ist also ein Tensor, der auch als Einheitstensor bezeichnet
wird. Damit sind beide Terme auf der rechten Seite von (21.26) Tensoren 2. Stufe;
dies gilt dann auch fiir die Summe dieser Terme.

Durch die Definition

1 gerade
€ir=1 —1 (i, k, 1) ist { ungerade ;¢ Permutation von (1, 2,3) (21.28)
0 keine

fiihren wir das sogenannte Levi-Civita-Symbol €;y; ein. Dies ist zunidchst wie J;x
eine durch feste Zahlen definierte, vom KS unabhingige Grofle. Wir untersuchen,
ob wir diese Grofe als Tensor auffassen konnen, also ob die Transformation gemif
(21.14) wieder zu den Werten (21.28) fiihrt:

3 3 3
El/kl(2114) = Z Z Z it Ok O €k (2129)
i'=1 k'=1I'=1

Fiiri = k istder Summand auf der rechten Seite antisymmetrisch beziiglich i’ <> k.
Damit verschwindet die Summe, also elfl. ;(21.14) = 0. Dies gilt auch, wenn zwei
andere Indizes gleich sind. Fiir nichtverschwindendes €;;; muss (7, k, ) daher gleich
einer Permutation von (1, 2, 3) sein. Speziell gilt

3 3 3
€1321.14) = > > > i o a3y €y = detar (21.30)
i'=1 k=1 I'=1

Die rechte Seite ist gleich der Definition der Determinante von «. Die Vertauschung
1 < 2 auf der linken Seite entspricht auf der rechten Seite i’ <> k', damit ist
€53 = —deta. Diese Ergebnisse konnen wir wie folgt zusammenfassen.

€);(21.14) = deta € (21.31)
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Damit ist die durch Zahlenzuweisung (21.28) definierte GroBe €;; nur dann ein
Tensor, falls deta = 1.
Wir definieren nun: Eine N-fach indizierte Grofe, die sich wie

3 3
Pl y=deta D 03" diymy e Ciymy Py (21.32)
mp=1 my=1
transformiert, heiBt Pseudotensor N-ter Stufe. Der zusitzliche Faktor det o bedeu-
tet lediglich ein Vorzeichen, denn aus oToe = 1 folgt

det (¢ ) = deta” deta = (detw)> =1, also deta = +1 (21.33)

Fiir eine Drehung ist det = 1; eine zusitzliche Spiegelung fiihrt jedoch zu deta =
—1. Bei Ausschluss von Spiegelungen verhalten sich Pseudotensoren wie Tensoren.
Transformieren wir nun €;; gemif (21.32), so ist

(21.32) 2
Ez{kl =" (deta)” €1 = €ix1 (21.34)
Also ist €;;; ein Pseudotensor. Da dieser Levi-Civita-Tensor antisymmetrisch bei
Vertauschung zweier beliebiger Indizes ist, wird er auch total antisymmetrischer
Tensor genannt.
Aus den Vektoren V; und W; kann folgende GroBe gebildet werden:

33
Ui=Y Y eauViwr=(VxW), (21.35)
k=1 =1
Aus den oben zusammengestellten Regeln folgt, dass U; ein Pseudovektor ist. Der
Vektor U ist gleich dem bekannten Kreuzprodukt V x W.

Ein Beispiel fiir einen Pseudovektor ist die Winkelgeschwindigkeit @. Um die

Transformationseigenschaft von @ zu bestimmen, gehen wir von
303
dr=(@xr)dt oder dxi=) Y e wpxdt (21.36)
k=1 =1

aus (siehe etwa (19.7)). Hierin sind dx; und x; Vektoren, €;;; ist ein Pseudotensor
und dt ist ein Skalar. Mit dx; muss auch die rechte Seite ein Vektor sein. Hieraus
und aus den bekannten Transformationseigenschaften von x;, €;; und dt folgt, dass
wy, ein Pseudovektor ist.

Wenn wy ein Pseudovektor ist, dann ist w; w; ebenso wie ®;; ein Tensor 2.
Stufe. Damit ist Tror = Y, @i w; wi/2 ein Skalar.

Die zweifach indizierte GroBe «;; selbst fassen wir nicht als Tensor auf. Um
festzustellen, ob eine Grofe die Tensordefinition erfiillt, muss diese GroBe ja zu-
niichst einmal in KS und KS’ definiert sein. Die orthogonale Matrix ist aber gerade
die GroBe, die KS und KS’ miteinander verbindet; sie ist keine GroBe, die sich beim
Ubergang KS <> KS' in bestimmter Weise transformiert. Man kann aber eine andere
orthogonale Matrix (f;;) betrachten, die in KS eine bestimmte Drehung beschreibt,
und die orthogonale Matrix (8; ).), die die analoge Drehung in KS’ wiedergibt. Diese
GroBen fB;; und B! i transformieren sich dann wie Tensoren zweiter Stufe.
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Dyaden

Fiir zwei beliebige Vektoren a und b definieren wir das dyadische Produkt a o b
durch
(@aob)-c=a (b-c) (21.37)

Angewandt auf einen beliebigen Vektor ¢ ist also das Skalarprodukt mit b zu neh-
men; die resultierende Zahl ist mit dem Vektor a zu multiplizieren. Das so definierte
dyadische Produkt ist nicht kommutativ; in der Regel ist a o b nicht gleich b o a.
Analog zu (21.37) gilt ¢ - (a o b) = (c - a) b. Durch

3 3
Ty <~ f:Z D Tieioe (21.38)
i=1 k=1

ordnen wir jedem Tensor T;; zweiter Stufe die Dyade T zu. Die Relation zwischen
T und den Tj ist zu vergleichen mit der zwischen dem Vektor V und seinen Kom-

ponenten V;:
3

i <= V=) Vie (21.39)
k=1
Wir verwenden — wie oben gesagt — die Bezeichnung ,,Vektor* allerdings auch fiir
die V, also als Kurzform von ,,Komponenten des Vektors*.
Im letzten Kapitel wurde bereits die Trigheitsdyade eingefiihrt:

3
6= > Oieioex (21.40)
I, k=1

Der Zusammenhang zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit kann dann
in folgenden dquivalenten Formen angeschrieben werden:

D)

3
L=0 w, L,-:Z@ikwk, L=0Fw (21.41)
k=1

Die erste Gleichung hat den Vorteil, dass sie unabhidngig vom Koordinatensystem
ist. Diese Unabhingigkeit gilt auch fiir die Form der anderen beiden Gleichungen;
die Werte der dort vorkommenden Groen (wie L;) hingen aber vom jeweiligen KS
ab. Konkrete Rechnungen werden mit bestimmten Koordinaten ausgefiihrt; auch
Beweise lassen sich sehr einheitlich mit den indizierten GroBen ausfiihren. Inso-
fern ist die Abhédngigkeit vom Koordinatensystem fiir die beiden letzten Formen in
(21.41) kein besonderer Nachteil.
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Tensorfelder

Wir erweitern den Tensorbegriff auf Tensorfelder. Solche Felder treten zum Beispiel
in der Kontinuumsmechanik (Teil VIII) auf.

Groflen, die vom Ortsvektor r oder, dquivalent, von den Koordinaten x =
(x1, x2, x3) abhiingen, heiflen Felder. Beispiele sind das elektrische Potenzial @ (x),
das elektrische Feld E; (x) oder E (r), das Geschwindigkeitsfeld v; (x) einer Fliissig-
keit, oder das Temperaturfeld 7' (r) in der Atmosphire. Eine eventuelle zusétzliche
Zeitabhingigkeit (etwa T (r, t)) wird im Folgenden nicht mit angeschrieben.

Wir betrachten nun indizierte Gréfen, die von den Ortskoordinaten x abhéngen
und verallgemeinern die oben angegebene Tensordefinition. Eine nichtindizierte
GroBe S(x) ist ein skalares Feld, falls sie sich unter orthogonalen Transformationen
gemif

S'(x") = Sx) ' =ax) (21.42)

transformiert. Als Beispiel betrachten wir ein Temperaturfeld 7'(x) = T (x1, x2, x3).
Ein bestimmter Raumpunkt hat die Koordinaten x in KS und x’ = ax in KS'. Da
sich die Temperatur 7 (x) an diesem Punkt bei der Drehung des Koordinatensys-
tems natiirlich nicht éndert, ist 7' (x) gleich der Temperatur an der Stelle x” in KS’,
also T’(x") = T (x). Der Strich bei T’ bedeutet dabei, dass T’(x’) eine andere ma-
thematische Funktion der Variablen ist als T (x).

Eine einfach indizierte Groe V;(x) ist ein Vektorfeld, talls

3
V/(x) =) ek Vie(x) (' =ax) (21.43)
k=1

Hohere Tensorfelder werden entsprechend definiert.
Fiir Felder konnen Ableitungen nach den Koordinaten gebildet werden. Wir zei-
gen, dass die partielle Ableitung 9/dx; sich wie ein Vektor transformiert:

0 3 Xy 0
Q=Z—a—=

3 3
t k=1 k=

d
=3 — 21.44
1 k’ 3xk = ik Xk ( )

Diese Differenzialoperatoren wirken auf beliebige Funktionen der Koordinaten
(wahlweise x oder x').

Durch Differenziation kann man neue Tensoren bilden. Insbesondere sind fiir
ein Tensorfeld A auch folgende GréBen Tensorfelder der entsprechenden Stufe:

1. Differenziation:

aTil...iN

5 ist ein Tensorfeld der Stufe N + 1 (21.45)
Xi

So ist grad @ ein Vektor, wenn @ ein Skalar ist.
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2. Differenziation und Kontraktion:

3

aTil...i...iN . .
E Y ist ein Tensorfeld der Stufe N — 1 (21.46)
‘ Xi

i=l1

Aus dem Vektor V ergibt sich das skalare Feld div V (r).
3. Differenziation, Multiplikation mit €;; und Kontraktion:

3
aV,

E €ikl 8_l ist ein Pseudovektorfeld (21.47)
Xk

k=1

Dies ist gleich der i-ten Komponente von rot V.

Aufgaben
21.1 Kontraktion eines Tensors

Gegeben ist der Tensor N-ter Stufe 7, ;, . iy. Beweisen Sie, dass dann

Z Tiy...okookesin

3
k=1

ein Tensor der Stufe N — 2 ist.



22 Eulersche Gleichungen

Die Eulerschen Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen fiir die Rotation eines
starren Korpers. Sie sind Differenzialgleichungen fiir die Winkelgeschwindigkeit
im korperfesten System; als Koeffizienten treten die Haupttrigheitsmomente auf.

Ableitung der Gleichungen

Ein starrer Korper kann als ein System von Massenpunkten aufgefasst werden. In
(4.14) mit (4.11) hatten wir hierfiir die Bewegungsgleichung

d
—L=M 22.1
R (22.1)

fiir den Drehimpuls

N
L= "m(r,xi) =0 (22.2)
v=1
eines solchen Systems aufgestellt. Nach (20.21) kann der Drehimpuls L auch durch
die Triagheitsdyade ® und die Winkelgeschwindigkeit @ ausgedriickt werden. Das
Drehmoment M ist nach (4.14) durch die duBeren Krifte gegeben:

N
M = Z ry, x F@ (22.3)

v=1

Die inneren Krifte F;; zwischen den Massenpunkten tragen nicht zum Drehmo-
ment bei. Der starre Korper ist der Spezialfall eines Systems von Massenpunkten,
bei dem die inneren Kriifte F;; zu konstanten Absténden |r;;| fiihren.

Als Bezugspunkt fiir den Drehimpuls und das Drehmoment wihlen wir den Ur-
sprung eines korperfesten Systems. Die Vektoren r,, zeigen dann von diesem Ur-
sprung zu den einzelnen Massenpunkten, Abbildung 19.1. Der Bezugspunkt soll
entweder der feste Unterstiitzungspunkt eines Kreisels oder der Schwerpunkt des
starren Korpers sein. Im ersten Fall hat das System nur die drei Freiheitsgrade der
Rotation, deren Dynamik durch (22.1) beschrieben wird. Im zweiten Fall kommen
noch drei Freiheitsgrade der Translation hinzu. Thre Dynamik wird durch (4.7), also

N
MR=)F®=F (22.4)
v=1

191



192 Teil V  Starrer Korper

beschrieben. Dabei ist R der Schwerpunktvektor des starren Korpers im raumfes-

ten Inertialsystem. Die Bewegungsgleichungen (22.1) und (22.4) sind voneinander

entkoppelt. Daher konnen wir uns im Folgenden auf die Behandlung von (22.1) be-

schrinken. Wir sprechen meist pauschal von der Kreiselbewegung, auch wenn es

sich um nichtunterstiitzte Kreisel (also im engeren Sinn um keine Kreisel) handelt.
Wir schreiben (22.1) in der Form

C(-w)=m (225)

Diese Gleichung kann mit Newtons 2. Axiom d (mv)/dt = F verglichen werden.
Der wesentliche Unterschied ist, dass die Tragheit des Korpers bei der Drehbewe-
gung nicht durch eine skalare GroBe, sondern durch einen Tensor beschrieben wird.

Die Dyade O ist unabhingig von der Orientierung der Achsen von KS definiert;
dies gilt auch fiir die Vektoren L oder . Die Komponenten ®;; von ® haben wir
bisher immer auf das korperfeste System bezogen. Wir werden dies auch weiter-
hin tun; voriibergehend betrachten wir aber auch das raumfeste IS. Wir driicken die
Dyade ® zum einen durch die konstanten Basisvektoren e,, ey und e, des raumfes-
ten IS aus, die wir hier ausnahmsweise mit e; bezeichnen, und zum anderen durch
die zeitabhingigen Basisvektoren e; (¢) des korperfesten Systems KS:

3
Z O/ (1) €; o e (raumfestes IS)
1

72 i k=
-

= (22.6)

3
> Oueit)oert)  (kbrperfestes KS)
i, k=1

Im Gegensatz zu den @ sind die O/, (1) = >, m, ()2 8k — x!" x;") zeitabhin-
gig, da sich die x;"(7) auf das raumfeste IS beziehen. Diese Zeitabhingigkeit wird
durch die Bewegung des starren Korpers in IS bestimmt, also durch die erst noch
zu bestimmende Losung.

Die Zeitunabhingigkeit der ®;; im korperfesten KS ist ein entscheidender Vor-
teil. Daher benutzen wir im Folgenden dieses KS. Mit (6.11) wird (22.5) zu

<M> tox(0-0)=M (22.7)
dt KS

Das korperfeste System KS sei nun speziell das Hauptachsensystem. Die Kompo-
nenten von ®, ® und M in KS koénnen zu Matrizen und Spaltenvektoren zusam-
mengefasst werden:

® 0 0 wi M,
o=0 o o], o=|lwl|, M=|m (22.8)
0 0 63 w3 M;
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Wegen (de;/dt)ks = 0 konnen wir (22.7) sofort in Komponenten anschreiben:

Q1o+ (03— O)wmws = M,
Eulersche (22.9)

O w) + (@1 - @3) w3 = M Gleichungen

Q33+ (02— O wiwy = M

In diese Eulerschen Gleichungen konnen wir (19.27),

® = ¢ sinf sin ¥ +6 cos Y (22.10)
wy = d) sinf cos Y -6 sin (22.11)
w3 = ¢ cosO + (22.12)

einsetzen. Damit erhalten wir drei Differenzialgleichungen 2. Ordnung fiir die drei
Eulerwinkel ¢ (¢), ¥ (¢) und 6(¢). Dies sind die Bewegungsgleichungen fiir die Ro-
tation des starren Korpers.

Die Eulerschen Gleichungen haben den Nachteil, dass die Komponenten M;
des Drehmoments auf das korperfeste KS bezogen sind. Die Komponenten M; (t)
sind daher im Allgemeinen zeitabhéngig, und diese Zeitabhingigkeit hingt von der
Bewegung des Korpers ab. Wir betrachten zunéchst die kriftefreie Bewegung. Im
nichsten Kapitel werden dann Kreiselbewegungen fiir M /- behandelt.

Freie Rotation um Hauptachsen

Wir betrachten einen starren Korper, auf den keine Drehmomente wirken, M = 0.
Dies gilt etwa fiir einen frei fallenden Korper, dessen Schwerpunkt als Ursprung
von KS gewihlt wird.

Eine kriftefreie Translationsbewegung ist gleichférmig, sie erfolgt also mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Wir wollen untersuchen, ob die Eulerschen Gleichungen
im kriftefreien Fall auch zu einer gleichférmigen Bewegung fiihren. Wir schreiben
die Eulerschen Gleichungen fiir konstantes w;, w, und w3z und M = 0 an:

(@3—@2)&)20)3:0, (@1—@3)601(0320, (@2—@1)(0160220

Wir setzen voraus, dass alle Haupttrigheitsmomente verschieden sind, also @219
0, /©; fir i /35 (22.14)

Dann haben die Gleichungen (22.13) die folgende, nichttriviale Losung
w) = o) = const., w=w3=0 (22.15)

Durch Vertauschung der Komponenten ergeben sich zwei weitere, analoge Losun-
gen. Dabei miissen zwei Komponenten immer gleich null sein; eine konstante Win-
kelgeschwindigkeit ® := (w;, w2, w3) = const. ist im Allgemeinen keine Losung
der kriftefreien Eulerschen Gleichungen.
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Wegen M = 0 gilt L = const. Fiir (22.15) bedeutet dies
L=0 0= O a)(l) e = konstanter Vektor in IS (22.16)
Damit ist die Lage der korperfesten Achse e; im Raum konstant:
e; = konstant in IS 22.17)
Der Korper rotiert gleichformig um eine Hauptachse, die im Raum eine konstante
Richtung hat.
Stabilitiit der Losung
Die Bewegungsgleichungen lassen drei Losungen der Art (22.15) zu. Wir zeigen,
dass nur zwei dieser Losungen stabil sind. Dazu betrachten wir eine Bewegung, die
geringfiigig von (22.15) abweicht:
w) ~ a)? , wy K a)(l) , w3 K a)(l) (22.18)
In den kriftefreien Eulerschen Gleichungen
O101 + (O3 — 02) wr w3
Orin+ (O —O03)wiwz = 0 (22.19)
O33+ (02— O wiwy =

vernachlédssigen wir nun die Terme, die in den kleinen Groflen w3 und w; quadra-
tisch sind. Dann ergibt die erste Gleichung

o1 =0, w) = ) = const. (22.20)

Wir setzen dies in die anderen beiden Gleichungen ein. Wir differenzieren die zwei-
te Gleichung nach der Zeit und eliminieren hieraus @3 mit Hilfe der dritten Glei-
chung. Dies und die entsprechende Prozedur mit der dritten Gleichung ergeben

o+ Hw =0, 3+ Hwz =0 (22.21)

Dabei ist © 6@ o
p = @1 =091 = ) (?)? (22.22)
6, O3

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Das Trigheitsmoment @ ist das kleinste oder das grofte der drei Haupttriag-
heitsmomente. Dann gilt H > 0 und (22.21) ergibt

wy(t) = a cos (VH t +b) (22.23)

und eine analoge Losung fiir w3 (¢). Damit fithren kleine Abweichungen (a <
a)(l), c K a)(l)) zu kleinen Oszillationen um die Losung w = (a)?, 0,0).
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2. Das Triagheitsmoment @ ist das mittlere der drei Haupttrigheitsmomente.
Dann gilt H < 0 und (22.21) ergibt

wt)=aexp(—v—Ht)+bexp(+~—Ht) (22.24)

und eine analoge Losung fiir w3(¢). Damit wachsen kleine Abweichungen
(R« a)(l)) von der Losung w = (w(l), 0, 0) exponentiell an. Das exponentielle
Wachstum gilt natiirlich nur anfangs, also solange die Voraussetzung (22.18)
unserer Rechnung noch giiltig ist.

Aus (22.18)—(22.24) folgt: Die Rotation um die Achse des kleinsten oder des grof3-
ten Trigheitsmoments ist also stabil in dem Sinn, dass kleine Abweichungen klein
bleiben. Aus

L =00 e + O(wn, w3) = const. (22.25)

folgt e; &~ const., also eine (ndherungsweise) stabile Lage der korperfesten Dreh-
achse e; im raumfesten System. Dagegen ist die freie Rotation um die Achse des
mittleren Trigheitsmoments nicht stabil, denn in jedem realen System kommen
kleine Storungen vor, die dann schnell anwachsen. Experimentell ldsst sich dieser
Effekt leicht mit einem rotierend hochgeworfenen Buch demonstrieren.

Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Im vorigen Abschnitt wurde die kriftefreie Rotation um eine Hauptachse behan-
delt. Jetzt untersuchen wir die kriftefreie Rotation allgemein fiir den symmetrischen
starren Korper oder Kreisel. Wir sprechen von einem symmetrischen Kreisel, wenn
genau zwei Haupttrigheitsmomente gleich sind:

Gy =0, O3 /B (22.26)

Dies gilt insbesondere fiir Korper, die rotationssymmetrisch beziiglich ihrer x3-
Achse sind. Die x3-Achse wird Figurenachse genannt.

Als Ursprung des korperfesten KS wihlen wir wieder den Schwerpunkt oder
den festen Unterstiitzungspunkt des starren Korpers. Im ersten Fall sind die Schwer-
punkt- und die Drehbewegung entkoppelt; im zweiten Fall gibt es nur die Drehbe-
wegung. In jedem Fall konnen wir uns auf die Drehbewegung beschrinken; wir
sprechen daher pauschal von Kreiseln.

Auf den Kreisel soll kein Drehmoment wirken. Fiir ®, = ®; lauten die Euler-
schen Gleichungen dann

Oro1+ (03— O) wmw; = 0

O w; + (@1 — @3) wjwy = 0 (22.27)
O3 w3 =0
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Polkegel \ w
\ 0 X Abbildung 22.1 Die Winkelgeschwindigkeit
\ w eines kriftefreien symmetrischen Kreisels
\ bewegt sich im korperfesten System auf dem

*1 Polkegel.
g

Aus der letzten Gleichung folgt w3 = const. = wg. Wir setzen dies in die anderen
beiden Gleichungen ein:

O — 063
—

0 —Rwr =0, omn+Rw =0 mit 2= 5
1

0 (22.28)

Wir differenzieren die erste Gleichung und setzen die zweite ein:
&1+ 2% w1 =0 (22.29)
Die Losung w; () = a sin(£2¢ + o) legt auch wy (1) = wy /52 fest:
wi(t) =asin (2t + o), wr(t) =acos(2t+Yy), w3 =wy (22.30)
Fiir a < wp hatten wir eine solche Losung bereits in (22.23) gefunden.

Der Betrag von w ist konstant:

% = w1(1)* + 02(1)? + w3(1)> = wi + a* = const. (22.31)
Nach (22.30) hat die Projektion von @ auf die x-x-Ebene die konstante Linge a
und rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit £2. Damit bewegt sich der Vektor @ in
KS auf einem Kreiskegel, dem Polkegel (Abbildung 22.1). Der Offnungswinkel des
Polkegels ist

y = arctan 4 const. (22.32)
w0

Um die Eulerwinkel 6(¢), ¥ (¢) und ¢(z) zu bestimmen, setzen wir (22.30) in
(22.10)—(22.12) ein. Die Integration dieser Gleichungen vereinfacht sich, wenn wir
das Inertialsystem so legen, dass der Drehimpulsvektor in z-Richtung zeigt:

L = L e, = const. (22.33)
Die Komponenten L; im korperfesten System lauten:
(Li,Ly,L3) = L(e.-ei(r), e;-ext), e -e3(1)) (22.34)
= L(sin@siny, sinfcosy, cosf) = (O w1, O w2, O3 w3)
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@ Figurenachse

Abbildung 22.2 Reguldre Prizession des kriftefreien symmetrischen Kreisels: Die raum-
feste Drehimpulsrichtung, die Drehachse und die Figurenachse liegen in einer Ebene. Die
Bewegung lduft so ab, als ob der Polkegel auf dem Spurkegel abrollt; dadurch lduft die
Figurenachse auf dem Prizessionskegel um. Der Kreisel konnte aus dem fett gezeichneten

Polkegel bestehen.

Die Skalarprodukte der Basisvektoren folgen aus (19.23). Fiir w1, w; und w3 setzen

wir (22.30) ein und schreiben das Ergebnis komponentenweise an:
L sinf(¢) siny(t) = a®;psin(2¢ + Yo)
L sin6(t) cosyr(t) a ®y cos (2t + Vo)

L cosO(r)

wQ @3
Aus (22.37) folgt & = 6y = const. In (22.35) und (22.36) muss dann

v(t) =21+ Yo
gelten. Wir kiirzen siny in (22.35) und teilen durch (22.37):

a @1
tanfy = — —
wy O3

Mit w; = a siny und 6 = 6y wird (22.10) zu a = ¢> sin 6, also

a
¢ = 1+ o

sin 6y

(22.35)
(22.36)
(22.37)

(22.38)

(22.39)

(22.40)

Damit haben wir die allgemeine Losung (22.38)—(22.40) fiir die Eulerwinkel er-
halten. Fiir die Diskussion der Bewegung des starren Korpers im Inertialsystem
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(Abbildung 22.2) erinnern wir an die Bedeutung einiger Grofen:

0 : Winkel zwischen der Figurenachse (x3) und der z-Achse.
é : Drehung der Figurenachse um die z-Achse.
Y : Drehung des Korpers (also von KS) um die Figurenachse.

Wegen 6 = 6 bewegt sich die Figurenachse auf einem Kegel, dem Prdzessions-
kegel, um die z-Achse. Die jeweilige Drehachse ist durch die Richtung von @ gege-
ben. Aus (19.20) und (19.21) folgt

w=¢e. +Ve; (22.41)

Damit liegt @ in der ez-e,-Ebene, die in Abbildung 22.2 als Bildebene gewihlt
wurde. Wegen 6y = <(e;, e3) = const. und y = (@, e3) = const. muss auch
der Winkel zwischen @ und e, konstant sein. Also bewegt sich auch ® auf einem
Kegel, der Spurkegel genannt wird. Man kann sich dann die Bewegung als Abrollen
des Polkegels auf dem Spurkegel vorstellen; dabei kann der Polkegel als der star-
re Korper aufgefasst werden. Diese Bewegung wird auch als reguldire Prizession
bezeichnet. Im Gegensatz dazu oszilliert die Figurenachse des schweren Kreisels
(Abbildung 23.3) zwischen zwei 6 -Werten (Nutationen).

Aufgaben
22.1 Symmetrischer Kreisel mit konstantem Drehmoment

Auf einen symmetrischen Kreisel wirkt das konstante Drehmoment M = Mje,.
Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Anfangsbedingungen @(0) = 0 und
e3(0) = e;. Geben Sie die Zeitabhingigkeit der Eulerwinkel an.

22.2 Drehmoment senkrecht zum Drehimpuls

Auf einen starren Korper wirke das Drehmoment M = Mye, x (L/L). Zeigen Sie
|L| = const. und L, = const. Leiten Sie fiir die Richtung £ = L /L des Drehimpul-
ses die Gleichung
dt
dt
ab und geben Sie die Prizessionsfrequenz @y, an. Beschreiben Sie die zeitliche
Anderung von £ mit Worten.

= @priz X £
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Wir behandeln Kreisel im Gravitationsfeld, und zwar einen Kinderkreisel im homo-
genen Feld und die rotierende Erde (als nichtunterstiitzter Kreisel) im Gravitations-
feld der Sonne und des Monds. Fiir den Kinderkreisel verwenden wir die Lagrange-
gleichungen. Daher beginnen wir mit der Aufstellung der Lagrangefunktion eines
starren Korpers.

Lagrangefunktion

Bisher sind wir direkt von der Bewegungsgleichung

%(@.w) -M 23.1)

ausgegangen. Diese Gleichung wurde im korperfesten System ausgewertet, weil
dort die ®;; konstant sind. Fiir M # 0 hat dies den Nachteil, dass wir die Kom-
ponenten von M in der zeitabhiingigen Basis e; () bendtigen. Fiir nicht verschwin-
dendes Drehmoment kann es daher einfacher sein, von der Lagrangefunktion aus-
zugehen.

Als Ursprung des korperfesten KS wihlen wir wieder den Schwerpunkt oder
den festen Unterstiitzungspunkt des starren Korpers. Im ersten Fall sind die Schwer-
punkt- und die Drehbewegung entkoppelt; im zweiten Fall gibt es nur die Dreh-
bewegung. In jedem Fall konnen wir uns auf die Drehbewegung beschrinken. Als
verallgemeinerte Koordinaten wihlen wir die drei Eulerwinkel ¢, ¥ und 6. Das Po-
tenzial U hinge nur von diesen Koordinaten und der Zeit ab. Die kinetische Energie
Trot ist durch (20.22) gegeben. Damit lautet die Lagrangefunktion

L@V, 0,6, 9,0,1) =Tot —U = W—U(qﬁ,w,@,ﬂ (23.2)
Die Energie Ty, schreiben wir vorteilhaft im korperfesten Hauptachsensystem an:
-0 -0) O1w+6r0]+ 6030}
2 2
Dieses System hat den Vorteil, dass die ®; Eigenschaften des starren Korpers sind.

Der Zusam.me:nhang.zwischen w1, wp und w3 und den verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten ¢, ¥ und 0 ist aus (19.27) bekannt. Damit erhalten wir

©
2

(23.3)

LG, Y, 0,0, 0,0,1) = =~ (¢ sin siny +6 cosy)’ (23.4)

e, . . ®
+ 72 (¢ sinf cosy — 6 sint//)2+73

(¢ cos6 +v)’ —U(@, v, 0,1)

199
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13 Abbildung 23.1 Ein symmetrischer Kreisel

mit der Figurenachse x3 hat den festen Unter-

stiitzungspunkt 0. Der Schwerpunkt hat den

S Abstand s von 0; dort greift die Schwerkraft

mg mg an. Das Modellsystem unterscheidet sich

s von einem gewdhnlichen Kinderkreisel auf ei-

ner ebenen Fliche durch das strikte Festhalten

des Aufpunkts und durch das Fehlen von Rei-
0 X,y bung.

X1, X2

Hieraus folgen die Lagrangegleichungen. Sie stellen ein System von drei gekoppel-
ten Differenzialgleichungen 2. Ordnung fiir ¢ (), ¥ (¢) und 6(¢) dar. Alle Zeitab-
leitungen in (23.4) beziehen sich auf das raumfeste IS.

Schwerer symmetrischer Kreisel

Wir werten die Bewegungsgleichungen fiir einen massiven symmetrischen Kreisel
aus, der sich unter dem Einfluss der Schwerkraft bewegt, Abbildung 23.1. Als Ur-
sprung des korperfesten Systems KS nehmen wir den Unterstiitzungspunkt 0. Der
Tréigheitstensor in KS sei diagonal; die Diagonalelemente seien @ = &, und ©3.
Als Kreisel stelle man sich etwa einen starren Korper vor, der beziiglich der x3-
Achse rotationssymmetrisch ist. Die x3-Achse wird als Figurenachse bezeichnet.

Die z-Koordinate des Schwerpunkts S ist z = s cos8; dabei ist 8 der Euler-
winkel zwischen der z-Achse und der x3-Achse und s der Abstand zwischen dem
Unterstiitzungspunkt O und dem Schwerpunkt S. Die potenzielle Energie des Krei-
selsist U = m g s cos @ (Masse m, Erdbeschleunigung g). Damit lautet die Lagran-
gefunktion (23.4)

LO, ¢, 6) = (92+¢ sin%0) + ] (1p+¢'> cos0)’—mgscosf (23.5)

Diese Lagrangefunktion hat folgende Symmetrien:

oL L oL
=0, = 0, dind
ot ¢ oy
Daher konnen wir anstelle der drei Lagrangegleichungen (Differenzialgleichungen

2. Ordnung) folgende drei Erhaltungssitze (Differenzialgleichungen 1. Ordnung)
verwenden:

=0 (23.6)

R L L . (23.7)
Y Ay 36 ’

= 71 (92 + ¢2 sin29) + 73 (1// + ¢ 0059)2 + mgscosf = const.
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oL . -
L, = i ©1 ¢ sin® 6 + O3 (v + ¢ cosh) cos = const. (23.8)
Ly = e O3 (¥ + ¢ cos ) = const. (23.9)

Die Konstanten sind gemiB ihrer physikalischen Bedeutung bezeichnet: Da £ nicht
explizit von ¢ abhéngt, ist die Energie E erhalten; da £ nicht von ¢ (Drehwinkel um
die z-Achse) abhingt, ist M, = 0, und die Drehimpulskomponente L. ist erhalten;
da &£ nicht von ¢ (Drehwinkel um die x3-Achse) abhingt, ist M3 = 0, und die
Drehimpulskomponente L3 ist erhalten.

Mit (23.8) und (23.9) eliminieren wir ¢ und v in (23.7):

O . L.—L )2 L?
_192+(~ 3 cosf) 3

E:
2 2 ©,sin?0 PACH

+mgscosf = const. (23.10)

Dies ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung fiir 6 (¢). Wir kdnnen sie in der Form

01 -,
E = - 0 + Uetr(6) (23.11)
mit dem effektiven Potenzial
(L. — L3 cosf)? L}
Uegf(l) = ———————— +mgs(l —cosh) + —— —mgs 23.12
etr(0) 260, sin20 85 ( )t 7o, mes (312)

schreiben. Die Gleichung (23.11) kann nach d6/dt = f(6) aufgelost und integriert

werden:
0 /2 du
t=t0+/ do’ | ———— =/ (23.13)
9 E — Uesr(8") v P3(u)

Dies bestimmt ¢t = 7(f) und damit & = 6(¢). Die Substitution u = cos @ fiihrt
zu einem Polynom P; dritten Grades, wie im letzten Ausdruck angegeben. Damit
haben wir ein elliptisches Integral erhalten, das nicht elementar gelost werden kann.

Die Differenzialgleichung (23.11) hat dieselbe Form wie diejenige fiir die ein-
dimensionale Bewegung in einem Potenzial. Die Losung kann daher graphisch dis-
kutiert werden. In Abbildung 23.2 ist das effektive Potenzial U skizziert. An den
Grenzen des 0-Bereichs folgt aus (23.12)

Ueit(@) =5 00 und  Uep(@) "= oo (23.14)

Dazwischen hat Ueg, wie in Abbildung 23.2 skizziert, ein Minimum; der genaue
Verlauf hingt von den Parametern in Uegr ab. Die Bedingung E = U, ergibt zwei
Umkehrpunkte, 6; und 6,. Der Winkel 6 zwischen der Figurenachse und der raum-
festen z-Achse oszilliert also zwischen 0; und 6,; diese Bewegung wird Nutation
genannt.
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Uest

0 91 92 T 6

Abbildung 23.2 Schematischer Verlauf des effektiven Potenzials fiir die 6-Bewegung. Die
kinetische Energie der 6-Bewegung ergibt sich aus dem Abstand zwischen U.(6) und der
horizontalen Geraden bei E. Die 6-Bewegung oszilliert zwischen den Umkehrpunkten 6,

und 6,.
Z Z
092 92
91 91

Abbildung 23.3 Prizession und Nutation der Figurenachse eines schweren, symmetri-
schen Kreisels. Die schematische Skizze zeigt die Bahn des Schnittpunkts der Figurenachse
mit einer Kugeloberfliiche. Links ist diese Bahn fiir ¢ > 0 gezeigt, in der Mitte fiir den Fall,
dass ¢ im Bereich zwischen 6, und 6, sein Vorzeichen édndert, und rechts fiir d)(@z) =0.
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Wihrend die Figurenachse (x3) zwischen 6 und 6, oszilliert, prizediert sie mit
der Winkelgeschwindigkeit

L, — L3 cos@

Do
¢ e O sin

e; (23.15)
um die raumfeste z-Achse; dies folgt aus (23.8) und (23.9). Die Bewegung der Figu-
renachse ist durch die Oszillation zwischen 67 und 6, und die gleichzeitige Rotation
mit ¢ festgelegt. Fiir einen rotationssymmetrischen Kreisel ist es vor allem diese Be-
wegung der Figurenachse, die ins Auge fillt; die zusétzliche Rotation des Korpers
mit ¥ um die Figurenachse selbst ist wegen der Symmetrie weniger offensichtlich.

Die Geschwindigkeiten 6 und ¢, die die Bewegung der Figurenachse bestim-
men, hidngen fiir einen gegebenen Kreisel (mit den Parametern m, s, ®; und ©3)
von den Integrationskonstanten E, L, und L3 ab. In Abbildung 23.3 sind mogli-
che Bewegungstypen dargestellt. Dabei kann geméi8 (23.15) die Drehung der Figu-
renachse mit ¢ in Abhiingigkeit von den Integrationskonstanten ihr Vorzeichen im
Bereich 61 < 6 < 0, beibehalten oder dndern.

Die angegebene Losung enthélt den Spezialfall 6; = 65, fiir den die Nutationen
verschwinden. Die Figurenachse prizediert dann auf einem Kegel mit dem Off-
nungswinkel 6. Eine reguldire Prizession erhélt man auch im Grenzfall g — 0. Im
kriftefreien Fall muss sich ja wieder die in Abbildung 22.2 skizzierte Losung (mit
6 = 6y und (;S = const.) ergeben.

Der Grenzfall g — 0 kann ndherungsweise durch

Trot > |Upotl (nahezu kriftefrei) (23.16)

realisiert werden. Fiir einen Kinderkreisel bedeutet dies konkret: Wird er in kraf-
tige Rotation versetzt, dann gilt zunéchst (23.16) und die Figurenachse prizediert
niherungsweise regelmifig, also auf einem Kegel. Durch Reibungsverluste, die in
unserer Modellrechnung nicht enthalten sind, wird die Rotationsenergie allméhlich
kleiner. Dann werden die Nutationen stirker und die Figurenachse schwankt im
grofer werdenden Bereich 0 < 0 < 0.

Erde als rotierender Korper

Wir diskutieren die Eigendrehung der Erde. Das Modell ,,starrer Korper* ist dabei
eine Niherung; so konnen sich zum Beispiel in den Meeren Massen verschieben.

Freie Rotation

Wir sehen zunichst von dem kleinen Drehmoment ab, das der Mond und die Sonne
auf die Erde ausiiben (unten). Dann erhalten wir die Bewegung des freien symmetri-
schen Kreisels, (22.26) —(22.41). Wie in Kapitel 22 diskutiert, spielt es dabei keine
Rolle, dass der Schwerpunkt der Erde nicht unterstiitzt ist, sondern im Gravitations-
feld der Sonne frei fillt.
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* Polarstern
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X3
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d {
Erde Sonne
X1

Abbildung 23.4 Das Gravitationsfeld der Sonne (und des Monds) iibt ein Drehmoment
auf die abgeplattete Erde aus. Dadurch prizediert die Figurenachse auf einem Kegel mit
dem Offnungswinkel 6, = 23.5°; ein Umlauf dauert etwa 26000 Jahre. Der jetzige Po-
larstern wird also in absehbarer Zeit nicht mehr die Nordrichtung anzeigen. Rechts: Die
Abplattung der Erde kann durch Korrekturmassen m am Aquator simuliert werden. Im
Schwerpunkt der Erde heben sich die Schwerkraft der Sonne und die Trigheitskraft (der
beschleunigten Bahnbewegung) gerade auf. Fiir die beiden Korrekturmassen sind die Trig-
heitskrifte gleich grof3, die Schwerkraft ist auf der sonnenzugesandten Seite aber etwas
grofer (AF) und auf der anderen Seite etwas kleiner (—A F). Dies ergibt ein zur Bildebene
senkrechtes Drehmoment.

Die Drehimpulsachse der Erde stimmt fast mit der Figurenachse iiberein: Am
Nordpol hat die Drehachse einen Abstand von etwa 10 Metern von der Figurenach-
se. Nach (22.28) ist die Winkelgeschwindigkeit £2, mit der die momentane Dreh-
achse @ um die Figurenachse wandert, gleich

VaYe 1 2=
2= wy R —— —
® 300 Tag

(23.17)

Dabei haben wir den gemessenen Wert fiir die Abplattung der Erde eingesetzt. Die
Abweichungen vom starren Korper machen sich bei dem diskutierten kleinen Ef-
fekt (10 Meter) bereits deutlich bemerkbar. Daher verlduft die Bewegung der Dreh-
impulsachse fiir die Erde tatsdchlich nicht so regelméBig wie in unserem Modell.

Drehmoment auf die Erde

Im Folgenden sehen wir von der kleinen Abweichung zwischen Figuren- und Dreh-
impulsachse ab. Dann gilt
L=Le;s (23.18)

Wir wollen nun den Einfluss des Gravitationsfelds der Sonne und des Monds auf die
abgeplattete Erde untersuchen. Dieses Gravitationsfeld bewirkt ein Drehmoment,
das zu einer reguldren Prizession der Figurenachse x3 um die raumfeste z-Achse
fiihrt (Priizession auf einem Kreiskegel mit dem Offnungswinkel 6y, Abbildung 23.4
links). Als z-Achse wird die Richtung senkrecht zur Bahnebene (Ekliptik) gewéhlt.
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Wir beschrinken uns zunichst auf das Feld der Sonne, halten die Rechnung aber so
allgemein, dass das Ergebnis spiter auch auf den Einfluss des Monds angewendet
werden kann.

Man kann die Massenverteilung der Erde durch eine kugelférmige Massenver-
teilung und zusitzliche Korrekturmassen am Aquator simulieren (Aufgabe 20.4).
In diesem Bild kann man das Auftreten eines Drehmoments leicht verstehen, Ab-
bildung 23.4 rechts. Im Folgenden setzen wir lediglich voraus, dass die Erde ein
symmetrischer Rotator mit ®; = ®, und @3 > O ist.

Im Gravitationsfeld der Sonne hat ein Massenelement dm = o(r) d*r der Erde
die potenzielle Energie dU = —GM dm/|d — r|; hierbei ist G die Gravitations-
konstante, M die Masse der Sonne, d der Vektor vom Erdmittelpunkt zur Sonne und
r der Vektor vom Erdmittelpunkt zum betrachteten Massenelement dm. Hieraus
folgt die Kraft d F = —grad dU auf das Massenelement und das Drehmoment

d
M:/rxdF:GM/d3rQ(r)rx7r3 (23.19)
1% ld —r|

Im Bereich mit ¢ # 0 gilt |r| < |d|. Daher kénnen wir im Integranden |d — ri} ~
d® — 3(r - d)d nihern und erhalten so

M—GM/d3rg(r)’Xd<1+3”l) (23.20)
v d3 d? :

Wir werten dieses Integral im korperfesten System der Erde aus. Der erste Term im
Integranden ist linear in r und mittelt sich bei der Integration weg (fiir x; — —x;
andert er sein Vorzeichen, o ist aber symmetrisch). Damit bleibt nur der zweite Term
(quadratisch in r) iibrig.

Aufgrund der Bahnbewegung Erde—Sonne durchlduft der Vektor d relativ
zum korperfesten System eine Kreisbahn mit der Winkelgeschwindigkeit 2 =
21 /Jahr. Dies bedeutet:

d = (dy, dy, d3) = d ((cos b cos 2gt, sin g1, sinbp cos g 1) (23.21)
Wir setzen dies in (23.20) ein und mitteln iiber eine Periode:
Qp (% 3G

M
(M) = \ dt — /Vd3r o(r) ((x22—x32)d2d3e1 (23.22)

+ (x32 - xlz) dydy ez + (xl2 - x22) d\dy e3>

Die zeitliche Mittelung iiber den ersten und dritten Term ergibt null; im zweiten
Term fiihrt sie zum Faktor (cos? 2g¢) = 1 /2. Damit erhalten wir

3GM . 3 2 2
(M) = cosbpsinfy | d’r o(r) (x3 — X ) e) (23.23)
1%

2d3
3GM 3GM
= —Wcoseo sin 6y (@3 — @1) e = EVE cos 6y AO (e3 X e;)
Hierbei wurde A® = ©3 — ®1 > 0 eingefiihrt und sin6p e, durch —e3 x e (siche
hierzu Abbildung 23.4) ersetzt.
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Priizession der Erdachse
Wir schreiben die Bewegungsgleichung (22.1) mit dem Drehmoment (23.23) an:

Z—f = % cosBy AO (e3 x e;) (23.24)
Hieraus sieht man sofort, dass d L senkrecht zu e3 und zu e; ist, also senkrecht zur
Bildebene von Abbildung 23.4. Die Anderung ist damit senkrecht zu L, so dass
der Winkel 6y zwischen L und e, erhalten bleibt. Daher prizediert L auf einem
Kreiskegel (Abbildung 23.4 links).
Wir zeigen nun, dass der Ansatz

L(t) = Les3(t) = Ozw e3(t) (23.25)

die Bewegungsgleichung (23.24) 16st. Damit diese Losung die tatsdchliche Be-
wegung beschreibt, muss die Anfangsbedingung (23.25) erfiillen; dies impliziert
die Vernachlissigung der kleinen Unterschiede zwischen der Drehimpuls- und der
Figurenachse (siehe Diskussion im Anschluss an (23.17)). Die Bewegungsgleichun-
gen und die Anfangsbedingungen legen die Losung eindeutig fest. Wenn wir also
mit (23.25) eine Losung finden, dann ist dies auch die richtige Losung.

Wir multiplizieren (23.24) skalar mit L. Dies ergibt d (L% /dt = 0, also |L| =
L = const. und w = const. Wir multiplizieren (23.24) nun skalar mit e. Dies ergibt
e.-(dL/dt)y =d(e,-L)/dt =0, also

e.-L =Le, e3 =Lcos6y=const. (23.26)

Damit ist Winkel 6y zwischen der Figurenachse e3 und der raumfesten z-Achse
konstant. Fiir die Erde gilt
0y = 23.5° (23.27)

Dieser Winkel bestimmt die Neigung der Figuren- und Drehimpulsachse der Erde
zur Bahnebene (der Ekliptik).
Wir setzen nun (23.25) mit ®3 = O in (23.24) ein:
des A® 3GM

s = Y costp (e3 X e;) = @y, X €3 (23.28)

Mit w und 6 ist auch die hier eingefiihrte Prizessionsfrequenz

A® 3GM

7 W COS 9() w e, (2329)
& w

Wpriiz = —
zeitlich konstant. Die Gleichung (23.28) wird durch einen Einheitsvektor e3(¢) ge-
16st, der auf einem Kreiskegel mit der Symmetrieachse e, prizediert. Diese bedeutet
dass die Drehimpulsachse der Erde auf diesem Kreiskegel prizediert.

Das Minuszeichen in (23.29) bedeutet, dass die Prizessionsbewegung gegen-
laufig zur Drehung der Erde um sich selbst verlduft. Im Einzelnen ist die Bewegung
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aufgrund des periodisch schwankenden Drehmoments und anderer hier vernachlis-
sigter Effekte komplizierter; das heif3it es gibt kleine Abweichungen (Nutationen)
von der reguldren Prizession (also von 6y = const.).

Fiir eine kreisformige Bahn konnen wir die Gravitationskraft G M Mg /d? gleich
der Zentrifugalkraft j4req .QEZ d setzen; dabei ist (treq = M Mg/ (M+ ME) und ME ist
die Masse der Erde. Dies ergibt GeM/d3 = .QEZM/(M + Mg). Damit wird (23.29)
zu

3 AO M cosby 27

=7 23.30
2 O M+Mg o ( )

Wpriiz =

Die Bahnebene des Monds liegt ndherungsweise in der Bahnebene der Erde. Das
Gravitationsfeld des Monds iibt daher in dhnlicher Weise wie die Sonne ein Dreh-
moment auf die Erde aus. Fiir die folgende Abschétzung gehen wir vereinfachend
davon aus, dass sich beide Drehmomente addieren. Die zugehdrigen Verhiltnisse
der Massen und Umlauffrequenzen sind bekannt:

Mo { I (M= Mp) o { 365 Erde-Sonne (23.31)

M+ Mg | 1/81 (M = My) 2 | 28 Mond-Erde
Wir setzen diese Werte, A® /® ~ 1/300 und cos 6y =~ 0.92 in (23.30) ein:
Opriz = 05, + Oy, © 107 @ (23.32)

Der Beitrag des Monds ist etwa doppelt so grofl wie der der Sonne. Mit w = 27t/ Tag
erhalten wir Tpy, = 270/ Wy, ~ 107 Tage fiir die Periode der Prizession. Dies ist
in guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert 7,;, ~ 25850 Jahre;
dieser Zeitraum wird auch Platonisches Jahr genannt. Die Prizession der Erdachse
bedeutet, dass im Laufe der Zeit unterschiedliche Sterne die Rolle des ,,Polarsterns‘
als Drehpunkt des Sternhimmels und Wegweiser nach Norden iibernehmen. Diese
Prizession wurde von Hipparch um 150 vor Christus entdeckt.
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Aufgaben

23.1 Zylinder mit Unwucht

Teil V  Starrer Korper

Die Masse M eines nicht homogenen zy-
lindrischen Rads mit Radius R ist so ver-
teilt, dass eine der Haupttrigheitsachsen
im Abstand a parallel zur Zylinderachse
verldauft. Das Triagheitsmoment beziiglich
dieser Achse ist ®@s. Der Zylinder rollt un-
ter dem Einfluss der Schwerkraft auf ei-
ner horizontalen Ebene. Die Anfangsbe-
dingungen sind ¢(0) = 0 und ¢(0) = wy.

Stellen Sie die Lagrangefunktion in der Koordinate ¢ auf. Wie lautet die dazuge-
horige Bewegungsgleichung? Geben Sie die Losung ¢,—o(?) im Spezialfall ¢ = 0
an. Setzen Sie nun ¢(f) = @u=0(t) + a&(t) und entwickeln Sie die Bewegungs-
gleichung fiir eine kleine Unwucht a bis zur ersten Ordnung. Berechnen Sie &(¢).
Skizzieren Sie die Winkelgeschwindigkeit w () = ¢(¢) als Funktion der Zeit.

23.2 Schaukelbewegung einer Halbkugel

Z

Eine starre Halbkugel mit Radius R und kon-
stanter Massendichte oq fiihrt im Schwerefeld
eine Schaukelbewegung auf einer horizontalen
Ebene aus; die Kugel rollt dabei auf der Ebene
ab. Links oben ist die Ruhelage der Halbkugel
gezeigt, links unten eine Auslenkung.

Berechnen Sie das Trigheitsmoment der Halb-
kugel beziiglich einer Achse durch den Schwer-
punkt, die senkrecht zur Symmetrieachse steht.
Geben Sie die Lage des Schwerpunkts S in Ab-
hingigkeit vom Winkel ¢ an. Stellen Sie die
Lagrangefunktion fiir kleine Auslenkungen aus
der Gleichgewichtslage auf. Geben Sie die all-
gemeine Losung an.



VI Kleine Schwingungen

24  Erzwungene Schwingungen

Viele Systeme konnen Schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausfiihren; man
denke etwa an ein Doppelpendel oder ein mehratomiges Molekiil. Wenn die Aus-
lenkung aus der Ruhelage hinreichend klein ist, dann sind die Schwingungen har-
monisch. Der Teil VI untersucht solche kleinen Schwingungen. In diesem Kapitel
behandeln wir den eindimensionalen Fall, wobei wir dissipative und duBere Krifte
zulassen. Im nidchsten Kapitel untersuchen wir die Eigenschwingungen in Systemen
mit vielen Freiheitsgraden.

Bewegungsgleichung

Wir betrachten ein System mit einem Freiheitsgrad, der durch die generalisierte
Koordinate ¢ beschrieben wird. Die Lagrangefunktion sei von der Form

L(g,q,1) =Ly —Ue = %q)q'z—U(q)—Ue(q,t) (24.1)
Dabei ist U, eine schwache Storung, wie sie etwa fiir ein Molekiil durch ein duf3eres
elektromagnetisches Feld hervorgerufen wird. Das ungestorte System mit £ sei
dagegen zeitunabhéngig. Die Form der kinetischen Energie ergibt sich aus (9.19).
Das ungestorte System besitze eine stabile Gleichgewichtslage bei ¢ = go. Wir
entwickeln das Potenzial U (¢) an dieser Stelle:

dU 1 (d*U )
Ulq) =Ulqo)+(— | @—q0)+5 (75 ) @—q0"+... (242
(@) (q0) ( dq )0 @ —q0) + 3 ( e )0 (g — qo0) (24.2)

Der Index null bedeutet, dass die Ableitung an der Stelle gg zu nehmen ist. Wir
setzen eine stabile Gleichgewichtslage voraus, also (dU/dq)o = 0 und k =
(d*U/dg?)o > 0. Die Auslenkungen

X=qg—qo (24.3)

209
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aus der Ruhelage sollen so klein sein, dass die Entwicklung (24.2) beim quadrati-
schen Term abgebrochen werden kann:

1 (d*U 2 k

U =~ U = |- - =U = 244
@) (g0) + 5 ( i )0 (¢ — q0) (g0) + 5 x (24.4)
Die kinetische Energie wird ebenfalls bis zur quadratischen Ordnung in x = g — qo
entwickelt:

. 1 da . a(qo) . m
Tkin(q, ¢) = 2 [a(qo)+ <%> X+... ]x2 ~ %xz = Exz (24.5)
0

Fiir eine Schwingung x ~ A cos(wt) sind x wie auch x proportional zur Amplitude
A. Die Vernachlissigung der Ordnung x % ist daher konsistent mit dem Abbruch
bei x2 in (24.4). Im letzten Schritt haben wir a(qo) durch die ,,Masse* m abgekiirzt.
Dies kann die tibliche Masse oder ein Massenparameter sein, zum Beispiel a(gg) =
m{? fiir ein ebenes Pendel mit ¢ = ¢.

Wir entwickeln nun noch die duBlere Stérung U, (g, ) um die Gleichgewichts-
lage x = 0 des ungestorten Systems:

Ue(g, 1) = Uelqo, 1) + (aa—l;c) (@—q0)+...=Uc(qo, 1) — F(1) x+... (24.0)
90

Der Term U.(qo, t) hingt nur von der Zeit ab und kann daher in der Lagrange-
funktion weggelassen werden (als totale Zeitableitung einer Funktion). Der nichste
Term der Entwicklung ergibt die duflere Kraft F'(r) = —9dU,/0x fiir kleine Auslen-
kungen. Wir nehmen an, dass die quadratischen und hoheren Terme klein gegeniiber
x F(r) und k x/2 sind; sie werden im Folgenden vernachlissigt. Fiir ein Molekiil in
einem dufleren elektromagnetischen Feld ist diese Annahme meist sehr gut erfiillt.
Damit wird die Lagrangefunktion (24.1) fiir kleine Auslenkungen zu

k
L6, %, 1) = % B0 x (24.7)

Dies ist die Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators mit einer dufleren
Kraft. Unsere Ableitung zeigt, dass dieses Modellsystem von allgemeiner Bedeu-
tung ist. Dieses Modell konnte zum Beispiel auf die Schwingung eines zweiatomi-
gen Molekiils in einem elektromagnetischen Feld angewandt werden.

Aus (24.7) folgt die Bewegungsgleichung

fan wozx = f(1) (24.8)
mit f(t) = F(t)/m und der Eigenfrequenz
wy =+ k/m (24.9)

Als Verallgemeinerung lassen wir in (24.8) noch eine Reibungskraft zu:

¥4+21%+oix = f(0) (24.10)

Die Reibungskraft kann auch durch die Rayleighsche Dissipationsfunktion D =
Amx? in den verallgemeinerten Lagrangegleichungen (9.52) beschrieben werden.



Kapitel 24 Erzwungene Schwingungen 211

Allgemeine Losung

Wir bestimmen die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (24.10), also die
Losung des geddmpften, harmonischen Oszillators. Dazu betrachten wir zunéchst
eine periodische Kraft f(t) = f, coswt:

¥4 21% +ofx = fo, cos(wt) (24.11)
Alle GroBen in dieser Gleichung sind reell. Daher ist der Realteil (Re) von
X +20X + o} X = f, exp(iwt) (24.12)
identisch mit (24.11), wenn wir
x(1) = Re (X (1)) (24.13)

setzen. Wir kdnnen also (24.12) anstelle von (24.11) 16sen und anschlieBend den
Realteil der Losung nehmen. Dieser Losungsweg ist iiblich und etwas einfacher. Er
beruht darauf, dass (24.11) linear in x ist und dass die Koeffizienten reell sind.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (24.12) ist von der Form

X (1) = Xhom(?) + Xpart(t) (24.14)

Dabei ist Xpar(f) eine partikulire (also irgendeine spezielle) Losung, und Xpom (#)
ist die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung:

Xhom + 24 Xnom + ©F Xhom = 0 (24.15)

Wir setzen
Xhom(?) = C exp (—ivt) (24.16)

mit einer komplexen Amplitude C in (24.15) ein und erhalten
—v? —2irv+ i =0 (24.17)

Diese Bedingung hat die Losungen

vig =dyJog — 22 —ik=tw— ik (24.18)

Dabei haben wir wg = (w02 —AHl2 eingefiihrt. Fiir wg > X ist wg reell, und die
Losung x (¢) lautet

Xhom(t) = Re (C exp(—At F iwgr)) (24.19)
Mit reellen Konstanten A; und A in C = A, + 1A wird dies zu

Xhom () = Aj sin(wgt) exp(—At) + Ay cos(wpt) exp(—At) (24.20)
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Das Vorzeichen in sin(+wgt) = = sin(wgt) wird in die Konstante A; absorbiert.
Anstelle der Konstanten A; und A, kdnnen wir auch eine Amplitude Ag und eine
Phase &y verwenden:

Xhom(t) = Ag exp (—At) cos (wot + &p) (A < wg) (24.21)

Diese Losung beschreibt eine geddmpfte, periodische Bewegung.

Fiir & > wp hat (24.18) zwei imaginidre Losungen, vi = —iAj und vy = —iAp,
wobei A1 und A; beide positiv sind. Damit erhalten wir eine exponentiell abfallende
Losung der Form

Xhom(f) = Ag exp(—A1t) + By exp(—Ax1)

Mo o= Ak —wf (A > wp)

Zwischen der periodischen Losung fiir A < wg und der exponentiell abfallenden fiir
A > wq gibt es den Grenzfall A = wyq. In diesem aperiodischen Grenzfall lautet die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung

(24.22)

Xhom (1) = (A + Br1) exp (—A1) (A = wo) (24.23)

In diesem Fall erfolgt die Anniherung an die Ruhelage x = 0 besonders schnell.
Daher wird die Dimpfung des Zeigers eines Messinstruments vorzugsweise auf
diesen Grenzfall eingestellt.

Die Losungen (24.20) — (24.23) hingen von zwei Integrationskonstanten ab. Sie
sind daher im jeweiligen Fall die allgemeine homogene Losung.

Man iiberpriift leicht, dass

Xpart(t) = fo x (@) exp (iwf) (24.24)
(24.12) 16st, wenn

1
X)) = — (24.25)

wy — w?+2ilw
Damit haben wir eine partikuldre Losung gefunden. Die Funktion x (w) wird dy-
namische Suszeptibilitit genannt. Sie hangt von den Eigenschaften (hier wg und 1)
des Systems ab und bestimmt das dynamische (also zeitabhéingige) Verhalten. Der
Grenzwert x (0) heif3t statische Suszeptibilitét.

Die Suszeptibilitit ist das Verhiltnis zwischen der Auslenkung X p,¢(¢) des Sys-
tems und der antreibenden Kraft f, exp (iwt). Der Begriff Suszeptibilitit wird all-
gemein dann verwendet, wenn ein System einer dufleren Storung (etwa einer Kraft
oder einem Feld) ausgesetzt wird. Das Verhiltnis zwischen der Reaktion oder Ant-
wort (Response) des Systems (hier Auslenkung aus der Ruhelage) und der duf3eren
Storung ist dann die Suszeptibilitit; die Funktion x wird auch Responsefunktion
genannt. Ein bekanntes Beispiel ist die Polarisation von Materie, wenn ein duferes
elektromagnetisches Feld angelegt wird. So bestimmt die elektrische Suszeptibili-
tit xe die Polarisation P = yx. E im elektrischen Feld E. Fiir kleine Stérungen
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ist die Reaktion des Systems im Allgemeinen proportional zur Stérung. Die Re-
sponsefunktion ist dann unabhéngig von der Stédrke der Stérung. Dies bedeutet zum
Beispiel, dass xe nicht vom angelegten elektrischen Feld abhéngt.

Die allgemeine Losung fiir eine beliebige Kraft f (¢) erhalten wir durch die Zer-
legung der Kraft in periodische Anteile, also durch die Fouriertransformation

f@) = /ooda) fo exp(iwt), fo = %/oodt f(@) exp(—iwt) (24.26)

bt

Da die Bewegungsgleichung linear in X (¢) ist, erhalten wir eine partikulidre Losung
als Uberlagerung der Losungen (24.24):

Xpant(1) = Re ( / do £, x(@) exp(ia)t)) (24.27)

—0o0

o0

Fiir A < wp lautet damit die allgemeine Losung von (24.10):

o0

x(1) = Re (C exp(—At + iwo?) +/ do f, x(@) exp(iwt)) (24.28)

—0o0

Diese allgemeine Losung enthélt zwei Integrationskonstanten, Re C und Im C. Fiir
A > wp ist der homogene Anteil aus (24.22) oder (24.23) zu nehmen.

Diskussion

Wir betrachten eine periodische Kraft f () = f, exp(iwt) und diskutieren die
Losung fiir den Fall A < wy.

Die komplexwertige Funktion x (w) kann durch ihren Betrag | x | und ihre Phase
8 ausgedriickt werden:

x(@) = |x(@)| exp (i8(w)) (24.29)
Aus (24.25) folgt
X ()] = ! . tand(w) = 722“” . (24.30)
\/(a)oz—a)z)2+4)»2a)2 W — W

Fiir die periodische Kraft ist die allgemeine Losung von der Form
x(1) = Ag exp (—A1) cos (wot + 8o) + A(w) cos (wf + 5(w)) (24.31)
mit
A@) = fu|x ()] (24.32)

Die Konstanten Ay und 8y werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Fiir
grofle Zeiten ist die Losung unabhéngig von den Anfangsbedingungen:

x(1) = A(w) cos (0t + 5(w)) > 1/)) (24.33)
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A(w) d(w)

Wreg w w(Q w

Abbildung 24.1 Amplitude A(w) und Phase §(w) einer erzwungenen Schwingung als
Funktion der Frequenz w. Je schwicher die Ddmpfung ist, desto hoher und schmaler ist
die Resonanzkurve; fiir die Abbildung wurde wy/A = 10 gewihlt. Fiir kleine Frequenzen
schwingt der Oszillator in Phase mit der anregenden Kraft (§ ~ 0), fiir grole Frequenzen
gegenliufig (8 ~ —m); der Ubergang erfolgt im Bereich  ~ @ & A.

Diese Losung beschreibt die durch die duBlere Kraft erzwungene Schwingung im
eingeschwungenen Zustand. Die Phase §(w) und die Amplitude A(w) sind durch
(24.30) festgelegt. Beide Funktionen sind in Abbildung 24.1 skizziert. Das Maxi-
mum der Amplitude A(w) liegt bei

Wres = yJoF — 222 (24.34)

Fir A < wg liegt diese Resonanzfrequenz etwas unterhalb der Eigenfrequenz,
Wres ~ @y — A2 /wo. Die Breite der Resonanzkurve ist proportional zu A, die Hohe
des Maximums proportional zu 1/X.

Im statischen Fall (w = 0) ist die Auslenkung A(0) = fo/m woz. Die Auslen-
kung erfolgt in Richtung der Kraft; die Phase ist null.

Fiir kleines w folgt aus (24.30) 6§ =~ —2Aw/w()2. Die kleine negative Phase
bedeutet, dass die Losung x(¢) o cos(wt + §) ein wenig hinter der auslenken-
den Kraft f(r) o cos(wt) zuriickbleibt. Je langsamer die Kraft oszilliert, um-
so kleiner ist diese Phasenverschiebung. Fiir ® = wq ist § = m/2, die Losung
x(t) « cos(wt + 1/2) = —sin(wt) ist auBer Phase mit der auslenkenden Kraft
f () ox cos(wt) . Fiir o > wg ist die Schwingung schlieflich gegenldufig zur Kraft.
Der Ubergang zwischen gleich- und gegenliufiger Auslenkung erfolgt in einem Be-
reich der GroBe A um wg herum.

Im Fall schwacher Ddmpfung gilt A < wp. In der Umgebung des Maximums,
le] < wo mit € = w — wg, vernachldssigen wir die Terme O (€2, e)) erhalten aus
(24.25)

1
N , A 24.35
x(€) T in) o (lel K wo, A K o) (24.35)
Hieraus folgt fiir den Betrag und die Phase
1 A
|x(e)| = ——. tand(e) = — (24.36)
2wy €2+ 22 €
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Energiebilanz

Die x-Komponente der Reibungskraft ist
Fiiss = —2Amx (24.37)

Uber die Reibungskraft wird Energie des Oszillators in andere Freiheitsgrade
iiberfiihrt (dissipiert); diese anderen Freiheitsgrad werden nicht explizit behandelt.
Letztlich wird diese Energie in Wirme (ungeordnete Bewegung der Atome) um-
gewandelt. Im eingeschwungenen Zustand wird die absorbierte Leistung laufend
durch die duflere Kraft in das System eingespeist. Wir berechnen diese (positive)
Leistung P.

Wihrend der Bewegung um dx wird die (positive) Energie — Fgiss dx absorbiert.
Die absorbierte Leistung P betrigt daher — Fgiss X. Wegen P 12 oszilliert diese
Leistung mit der Schwingung. Wir mitteln P iiber eine Schwingungsperiode:

P(w) = —Fgsx =2AmAw)’w® sin®(wf + §)
2
= AmA@le? = —m—“;fw Im x (o) (24.38)

Die Mittelung wurde durch einen Balken iiber der zu mittelnden Grofie angezeigt.
Der Imaginirteil von yx folgt aus (24.25).

Das Ergebnis P = Am A(w)?w? ist so zu verstehen: 1/A ist die Zeit, in der die
Amplitude des Oszillators wesentlich gedampft wird, und E = m w®A(w)?/2 ist
die Energie des Oszillators, wenn er mit der Amplitude A(w) schwingt.

Das Endergebnis von (24.38) bedeutet, dass der Imaginirteil der Suszep-
tibilitdt die absorbierte Leistung bestimmt. Speziell fiir (24.35) gilt Im y =
—(A/Zwo)/(e2 + A2) und wir erhalten

m f? A

Ple) = —2

Die Energieabsorption erfolgt vorwiegend im Frequenzbereich w ~ wy £ A.
Wenn die treibende Kraft ein Kontinuum von Frequenzen enthilt, dann ergibt
sich der eingeschwungene Zustand aus dem Integral iiber (24.32):

x(@t) = foodw A(w) cos (wt + 8(w)), > 1/1) (24.40)
Hierfiir gilt

iz = /da)/da)’ oo A(w) A(0') sin(wt + 8) sin(w't +§)

_ % / do 0 A(®)? (24.41)
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Hierbei wurde fOTdt sin(w?) sin(w't)/ T = 8(w — @)/2 verwendet. Die gesamte
absorbierte Leistung ist

. 00

P = 2)\mx2=xm/ do o A(w)? (24.42)
—00

Wir werten dies fiir den Fall schwacher Dampfung aus:

00 2

A

p 2439 f de ™S S (24.43)
S Th a2

Die Funktion f,, dndere sich im relevanten Bereich € ~ £A nur wenig, so dass im
Integral f, &~ f,, gesetzt werden kann. Dann ist die absorbierte Leistung

mfw2 o0 A b
Pp=—%= de ——=—mf? 24.44
o B TR AT

unabhéngig vom Reibungskoeffizienten A.

Aufgaben
24.1 Kraftstof3 auf Oszillator

Ein geddmpfter Oszillator hat die Bewegungsgleichung X 4 2Ax + wg x = f@)
mit A < wg. Der Oszillator ruht in seiner Gleichgewichtslage. Dann bekommt er
einen Kraftstofl

vo/ T 0<t<T

0 sonst

f(l‘)={

Bestimmen Sie die Auslenkung x(#). Diskutieren Sie die Grenzfille T — 0 und
T > 1/X, und skizzieren Sie hierfiir die Losungen.



25 System mit vielen Freiheitsgraden

Wir untersuchen kleine Schwingungen eines Systems mit vielen Freiheitsgraden.
Ausgehend von einer allgemeinen Form der Lagrangefunktion bestimmen wir die
Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des Systems. Schlielich werden noch
Normalkoordinaten eingefiihrt; dies sind die Amplituden der Eigenschwingungen.

Eigenfrequenzen

Das betrachtete System habe f Freiheitsgrade, die durch die verallgemeinerten Ko-
ordinaten ¢1,..., ¢ beschrieben werden. Die Lagrangefunktion sei von der Form
1<
Lo = Lo(G1er Gf s G1sees §F) = 3 Z m;ij(qi,-- qr) Gi 4j — U(q1,.-, qf)
i,j=1
(25.1)
Eine duBere Storung U, wird spiter zugelassen. Bei ¢j, ..., q; habe das System
eine stabile Gleichgewichtslage. Wir entwickeln die potenzielle Energie U um diese
Stelle:

f
U@ @) = Ugirngp) + ) (

i=1

oU
a_) (g —q) (25.2)
qi /o

1

f 2

1 U

+5 ) (g —a)) (qj —gq) + ..
2ij:1<aqiaqj>o e

Der Index null bei den partiellen Ableitungen bedeutet, dass hier die Gleichge-
wichtskoordinaten einzusetzen sind. Der lineare Term fillt weg, da in der Gleichge-
wichtslage die verallgemeinerten Krifte Q; = —dU/dq; verschwinden. Fiir kleine
Auslenkungen

Xi=¢qi —q] (25.3)

aus der Gleichgewichtslage brechen wir die Entwicklung des Potenzials beim qua-
dratischen Term ab. Auflerdem lassen wir den unwesentlichen konstanten Term weg
und erhalten somit

U~

N =

/ 9*U
Z Vijxix; mit Vi =V = (—) (25.4)
i, j=1 aq; a%’ 0

217



218 Teil VI Kleine Schwingungen

In der kinetischen Energie ist, wie fiir (24.5) diskutiert, bereits der niedrigste Term
quadratisch in der Auslenkung, also

/ f
. 1 . 1 .
Tin(q.q) = 5 > mi (G qp) Gi G 2 > mijgi.qp) Gig;  (25.5)
i,j=1 i,j=1

Hierin setzen wir ¢; = x; ein und kiirzen die Koeffizienten mit 7;; ab,

f
1 .. .
Tin~5 Y Tykidy mit Ty =Ti=mij@).qp)  (256)
i,j=1
Die Koeffizienten 7;; und V;; sind reelle Konstanten; sie sind symmetrisch beziig-

lich der Vertauschung der Indizes. Mit den Nédherungen (25.4) und (25.6) wird die
Lagrangefunktion zu

f
. . 1 ..
Lo = L0 X7, K1 ) A 5 > (T ki &) — Vi xi xp) (25.7)
i,j=1
Die Lagrangegleichungen lauten
f f
Z Tij)'c'j = — ZV” Xj (258)

j=l1 Jj=1

Wir fithren die symmetrischen Matrizen T und V,

Ty T, ... Ty Vit Viz ... Viy
T T ... T Vor Voo ... Vo

r=| Ry R B s
Try Tz .. Tyy Vit Vizoooo Vir

und den Spaltenvektor x ein:

X1

x = x;z . xT=(xn, X el xp) (25.10)

xf

Der Exponent T bezeichnet die transponierte Matrix; er unterscheidet sich durch
den Schrifttyp (steil anstelle von kursiv) vom Symbol T fiir die Matrix (7;;). Die
Bewegungsgleichungen (25.8) konnen nun in der Matrixform angeschrieben wer-
den:

Ti+Vx=0 (25.11)
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An der Gleichgewichtsstelle x; = 0 giltU = Zi, ; Vijxixj = 0. Das Gleichgewicht
ist genau dann stabil, wenn fiir beliebige Auslenkungen U > 0 gilt. AuBerdem
ist die kinetische Energie (25.6) fiir beliebige Geschwindigkeiten x; positiv. Dies
bedeutet, dass alle Eigenwerte der Matrizen V und T positiv sind:

f
Z Vijxix; > 0 firx /9 <— Eigenwerte von V sind positiv
i,j=1
f
Z T;;x; xj > 0 firx /8 <—> Eigenwerte von T sind positiv

(25.12)

i, j=1

Die symmetrische Matrix V = (V;;) kann durch eine orthogonale Transformation
yVi=Yy. « ik X diagonalisiert werden (letzter Abschnitt in Kapitel 20). Eine solche
Diagonalisation ergibt U = ), A; yl.z. Hieraus folgt der Zusammenhang zwischen
U > 0 und der Positivitit der Eigenwerte A;. Dies gilt analog fiir die quadratische
Form Z T,jx,xj

Die Gleichungen (25.8) oder (25.11) sind ein System von f linearen, homoge-
nen Differenzialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Losun-
gen sind daher von der Form

xj(t) = Aj exp(—iwt) oder x(f) = A exp(—iwt) (25.13)

Dabei ist A ein Spaltenvektor aus den f Konstanten Ay, ..., Ar. Alle GroBen in der
Bewegungsgleichung (25.11) sind reell. Es ist aber etwas bequemer, den komplexen
Ansatz (25.13) zu verwenden. Da (25.11) linear in x ist und reelle Koeffizienten hat,
ist mit x(z) auch Re x(¢#) Losung. Wir benutzen daher zunichst (25.13) und gehen
spéter durch die Ersetzung

x(t) —> Rex(t) (25.14)

zur gesuchten, reellen Losung iiber. Wir setzen (25.13) in (25.8) oder (25.11) ein:

f
Y (Vij—@’Tj)Aj=0 oder (V-w’T)A=0 (25.15)
j=1
Dies ist ein lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die GroBen Ay,..., Ar. Wenn
die Determinante des Gleichungssystems nicht verschwindet, dann ist die Losung

eindeutig; die triviale Losung A = 0 wire dann die einzige Losung. Damit eine
nichttriviale Losung existiert, muss die Determinante also verschwinden:

det(V -’ T) = PP (@} =0 (25.16)

Diese Determinante ist ein Polynom P ) vom Grad f in w? mit reellen Koeffizi-
enten. Ein solches Polynom hat f Nullstellen:

PP =0 — of of. ... o} (25.17)
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Die Nullstellen eines Polynoms sind im Allgemeinen komplex. Falls jedoch ei-
ne Nullstelle wkz komplex oder negativ reell ist, dann hat entweder [wkz]l/ 2 oder
— [a)k2 1'/2 einen positiven Imaginirteil. Dann giibe es eine Losung mit exp(—iwy 1),
die exponentiell ansteigt. Dies stiinde aber im Widerspruch zur Stabilitdtsannahme
M Vij xi xj > 0. Daher miissen alle wkz reell und nicht negativ sein:

() =wf,  of=0 (k=1..f) (25.18)

Wir haben dies hier physikalisch durch die vorausgesetzte Stabilitdt der Gleich-
gewichtslage begriindet. Mathematisch folgt a)kz > 0 aus (25.16) und der Positivitit
(25.12) der Eigenwerte von V und T'.

Der Grenzfall wy = 0 impliziert nach (25.16) detV = 0. Dann ist mindes-
tens ein Eigenwert von V gleich null. Wir lassen diesen Grenzfall in (25.18) zu
und schwichen insofern die Voraussetzung (25.12) ab. Fiir = 0 wird die Schwin-
gungsgleichung ¥ +w?x = 0 zu ¥ = 0. Anstelle von x = Re C exp(—iw?) erhalten
wir dann die Losungsform

x()=Ci+Cot fiir ©=0 (25.19)

Physikalisch bedeutet w; = 0, dass das Gleichgewicht fiir die zugehorige Auslen-
kung indifferent ist. In der betrachteten Niherung ist das Potenzial dann fiir diese
Auslenkung gleich null, und anstelle einer Schwingung ergibt sich die gleichformi-
ge Bewegung. Eine physikalische Anwendung hierzu wird im Abschnitt ,,Molekiil-
schwingungen® im nichsten Kapitel diskutiert.

Fiir jedes positive a)kz ergibt sich ein positives und ein negatives wy. Wegen

Re[(A +iB) exp(xiwt)] = A cos(wt) F Bsin(wr) (25.20)

geniigt es, eine dieser Losungen zu betrachten. Wir konnen daher die Eigen-
frequenzen wy durch
wr >0 k=1,..1) (25.21)

einschriinken. Die zugehérigen Eigenvektoren A ergeben sich aus (25.15):
(V- T)A® =0  (k=1,.1) (25.22)

Im nichsten Abschnitt werden wir zeigen, dass die Spaltenvektoren A®) sowohl die
Matrix T wie auch die Matrix V diagonalisieren; in diesem Sinn ist die Verwendung
des Begriffs ,,Eigenvektor* zu verstehen.

Die Bedingung (25.22) ist ein System von f linearen Gleichungen fiir die f
unbekannten Konstanten Agk), R Aj(fk) . Wegen (25.16) ist der Spaltenvektor A®)
nicht eindeutig festgelegt; wir konnen vielmehr eine Komponente frei wihlen.
Danach ist (25.22) fiir die anderen Komponenten ein lineares inhomogenes Glei-
chungssystem; fiir jeden der f Eigenwerte wy erhalten wir dann einen Eigenvektor
A® _Falls r Eigenwerte w; zusammenfallen, hat das Gleichungssystem (25.22) den
Rang f — r. Dann konnen wir » Komponenten von A®) frei wihlen und erhalten
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entsprechend r unabhingige Losungen. Insgesamt ergeben sich hierdurch immer f
Eigenvektoren
AW

k) Ay
A® = | k=1,...f) (25.23)

k
AP
Wenn wir die frei zu wihlenden Komponenten reell wihlen, dann ist (25.22) ein
lineares, inhomogenes Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten fiir die anderen
Komponenten, und der Vektor A®) ist insgesamt reell. Im Folgenden seien die A®)
so festgelegt. Die allgemeine Losung von (25.22) schreiben wir dann als Cy A®
mit einer beliebigen komplexen Zahl Cy. Wegen des Faktors Cy konnen wir die
reellen Eigenvektoren A®) auch noch willkiirlich normieren und sie dadurch véllig
festlegen. Damit fiihrt (25.13) zu

x(t) = AP Re (Cx exp (k1))  (k=1,...f) (25.24)

Die komplexe Zahl Cy enthilt zwei reelle Konstanten, die zu den Amplituden von
sin(wy t) und cos(wy t) werden, wenn wir den Realteil bilden.

Die Losung (25.24) ist eine spezielle Losung der Bewegungsgleichung (25.11),
die als Eigenmode oder Eigenschwingung bezeichnet wird. Sie beschreibt eine peri-
odische Bewegung mit der Frequenz wy. Da die Bewegungsgleichungen (25.8) oder
(25.11) linear sind, ist eine beliecbige Uberlagerung von Eigenschwingungen auch
eine Losung. Damit erhalten wir die allgemeine Losung

f
x(t) = Z A B cos(wit + ay) Allgemeine Losung (25.25)
k=1

Die f komplexen Amplituden C; wurden hier durch die reellen Amplituden By
und die reellen Phasen oy ersetzt. Die Normierung der ebenfalls reellen A®) wird
willkiirlich vorgegeben. Dann enthilt die Losung 2 f Integrationskonstanten (By,
ay); sie ist daher die allgemeine Losung der f Differenzialgleichungen 2. Ordnung
(25.8).

Normalkoordinaten

Durch eine Transformation

xi = xi(Q1, Q2,..., Op) @i=1..1) (25.26)

kann man von den f Koordinaten x; = g; — ¢/ zu f anderen Koordinaten Q;
tibergehen. Im Folgenden fiihren wir die Normalkoordinaten ein, die gleich den
Amplituden der Eigenschwingungen sind.
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Das Verfahren zur Bestimmung der Normalkoordinaten Q; entspricht der
Hauptachsentransformation einer quadratischen Form; dieser Zusammenhang wird
im ersten Beispiel von Kapitel 26 besonders deutlich. Aus den Eigenvektoren A%
bilden wir die quadratische Matrix a:

AD 4@ AP
Q) (2 (f)
A A . A
()] ) (f)
Apt Ay Af
Mit dieser Notation wird (25.22) zu
f f
Y Vijap = Yy Tijap (25.28)
Jj=1 j=1

Wir schreiben die entsprechende Gleichung fiir w; an, wobei wir die Indizes umbe-
nennen (i <> j) und die Indizes der symmetrischen Matrizen 7' und V vertauschen:

f f
D Vijai =of ) Tyjai (25.29)
i=1 i=1
Wir multiplizieren (25.28) mit @;; und (25.29) mit aj¢, und summieren iiber i bezie-
hungsweise j. Die Differenz der beiden Gleichungen ist dann

f
(02 —@?) D Tijaua=0 (25.30)
i,j=1
Wir nehmen zunichst an, dass die Eigenwerte nicht entartet sind, also w; /=ey
fir [ /=k. Fir ! /=k muss dann die Summe in (25.30) verschwinden. Fiir / = k
normieren wir die A®) so, dass die Summe gleich 1 ist. Damit gilt insgesamt

!
Y Tjayay=A0TTA® =5, oder a'Ta=1 (25.31)
i, j=1

Dies ist eine verallgemeinerte Orthogonalitiitsrelation fiir die Eigenvektoren A®.
Fiir T;; = §;; wird (25.28)—(25.31) zum liblichen Beweis der Orthogonalitéit der
Eigenvektoren der symmetrischen Matrix V.

Wir betrachten nun noch den Fall, dass zwei Eigenwerte zusammenfallen, also
wy = wy fiir k /= Dann ist t A® 4+ BAD ebenfalls Eigenvektor von (25.22). In
diesem Fall kann man zwei Linearkombinationen so wihlen, dass (25.31) gilt.

Die gemiB (25.31) normierten Eigenvektoren A®) diagonalisieren nicht nur T,
sondern auch V. Um dies zu sehen, schreiben wir (25.28) als

Va=Takx (25.32)
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mit der Diagonalmatrix

wf 0 0
5 0 wf ... 0
A= (of 8u1) = T ) (25.33)
SRR
0 0 Wy

Wir multiplizieren (25.32) von links mit aT und verwenden T Ta = 1:

i
a'Va=x oder Y Vjayaj =}y (25.34)
ij=1

Damit werden sowohl 7" wie V durch die Matrix a = (Afk)) diagonalisiert. Deshalb
fiihrt die Transformation

f
(1) = xi(Q1.s Q) = ¥ _a;j Qj(t) oder x=aQ (25.35)

j=1

zu den gesuchten Normalkoordinaten Q;. Wir setzen diese Transformation in die
Lagrangefunktion (25.7) ein:

f
2£0 = Z (Y}j)'ci)'cj—\/ijxixj) = ).CTT)'C—)CTVX
i,j=1
= @®)'T@®)-@®)'v@o) = 0"0-0"r0
f
= Y (02 -w0}) (25.36)

k=1

Hieraus erhalten wir die entkoppelten Bewegungsgleichungen
O +020i=0 (k=1,...1) (25.37)
Setzen wir die Losungen
Ok (1) = Re (Cx exp(—iwxt)) = By cos(wit + ay) (25.38)

in (25.35) ein, so erhalten wir die in (25.25) angegebene allgemeine Losung. Im
Grenzfall wy = 0 folgt aus (25.37) die Losung

Or(t) = A+ Bt (wr =0) (25.39)
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AuBere Kriifte

Wir fiigen ein dulleres Storpotenzial U, in (25.1) hinzu:
L= °CO - Ue(qh'"v qfst) (2540)

Wir entwickeln dieses Potenzial um die Gleichgewichtslage des ungestorten Sys-

tems
f

Ue(@1reon Gpo 1) = Ue(qh oo g 1) = Y fi(®) xi + ... (25.41)
i=1
Der erste Term ist nur eine Funktion der Zeit und kann daher in der Lagrange-
funktion weggelassen werden. Wir setzen voraus, dass U, so schwach ist, dass die
Entwicklung beim linearen Term abgebrochen werden kann. In diesem Term ist
fi(t) = (0U./dq;)o die Kraft, die auf die Koordinate x; wirkt. Damit wird (25.40)
zu

f f 2
1.
£=£o+2ﬁ<r)xi:2<igf—%"Q,3+Fk<r>Qk) (25.42)

i=1 k=1
Hierbei haben wir (25.36) und (25.35) benutzt und die verallgemeinerte Kraft

f
Fi(t) =) ai fi(t) (25.43)

i=1
eingefiihrt. Aus (25.42) folgen die Bewegungsgleichungen
Ok(0) + of Qu(0) = Fe(t)  (k=1,....f) (25.44)

An dieser Stelle konnten auch noch Reibungskrifte zugelassen werden. Jede der
f Bewegungsgleichungen beschreibt eine erzwungene Schwingung, wie wir sie im
letzten Kapitel behandelt haben.
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Aufgaben
25.1 Transformation zu Normalkoordinaten

Die Auslenkungen x; bei kleinen Schwingungen konnen durch die Normalkoordi-
naten Qj ausgedriickt werden:

f
X =x(Q1.r Q) = Y _aij Q; (25.45)
j=1

Wie lautet die Riicktransformation Qy = Qg (x1,.., x7)?
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Fiir drei Systeme mit mehreren Freiheitsgraden bestimmen wir die Eigenfrequenzen
und -schwingungen. Im ersten Beispiel (zweidimensionale Bewegung) wird die Be-
ziehung unseres Losungsverfahrens zur Hauptachsentransformation deutlich. Das
zweite Beispiel (gekoppelte Pendel) ist so einfach, dass wir unmittelbar Normal-
koordinaten eintiihren konnen. Im dritten Beispiel (Molekiil) fithren wir das im
letzten Kapitel angegebene Verfahren Schritt fiir Schritt durch.

Zweidimensionale Bewegung

Zunichst betrachten wir die zweidimensionale Bewegung eines Massenpunkts in
einem beliebigen Potenzial U (x, y). Die Lagrangefunktion dieses Systems ist

£ = % (2 +32) = Ux, y) (26.1)

Das Potenzial habe bei (xp, yp) ein Minimum. Dann lautet die Entwicklung von
U(x,y)nachx; =x —xpund x; = y — yo:

U Un + 1 (3?U\ , N 1 (3?U\ , N ’U N
= ~— |\ —= X ~— | — X X1 X
072\ aa2 o L2 \ay2 ), dx dy ), 52

1
= U0+§ (V]1x12+V22x22+2V12x1 xz) +... (26.2)

Der Index 0 bedeutet, dass die GroBe an der Stelle xq, yp zu nehmen ist. Fiir kleine
Schwingungen lautet die Lagrangefunktion

2
L = Z (E‘ij,’ij—Vijxin) mit Y}j:mSij (26.3)
2

L, )=

N =

In der Niherung (26.2) sind die Aquipotenziallinien
|2
U= U+ 2 Z Vij xi xj = const. (26.4)
i,j=1

Ellipsen in der x|-x-Ebene. Wir fiihren nun ein um den Winkel ¢ gedrehtes System
mit den Koordinaten &; und & ein. Die Transformation zu den neuen Koordinaten

lautet )
<$1 > = ( C(.)S(p s ) (xl) oder &€ =ax (26.5)
& —sing cosg X2

226
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Die Transformationsmatrix bezeichnen wir mit «, die Spaltenvektoren mit £ und x.
Wegen oo = 1 ist die Riicktransformation durch

x=al& (26.6)

gegeben. Wir setzen dies in (26.4) ein:

2
Z Vijxig=x"Vx=("e)TvaTe =T @VaDHe =£"V'E (267
i, j=1

Wir wihlen nun ¢ in (26.5) so, dass das AuBerdiagonalelement V|, = Vj, ver-

schwindet, also
’_ T _ ki 0
Vi=aVa = ( 0 k (26.8)

Allgemein gilt, dass jede reelle symmetrische Matrix V durch eine orthogonale
Transformation (also durch V' — « VaT) diagonalisiert werden kann. Durch die
Drehung wird (26.4) zu

2
Yo Vit =kEl +hE =const. (ki >0, ky>0) (26.9)
i,j=1
Die Stabilitit der Gleichgewichtslage bedeutet, dass (26.4) und (26.9) fiir beliebi-
ge Auslenkungen positiv sind. Damit sind die Eigenwerte k; und k, der Matrix V
positiv und (26.4) beschreibt Ellipsen. Die Hauptachsen dieser Ellipsen sind die &;-
und die &-Achse.
Da die Matrix T der kinetischen Energie proportional zur Einheitsmatrix ist,
dndert sie sich bei der orthogonalen Transformation nicht, 7/ = o T o7 = T'. Damit
wird (26.3) im gedrehten Koordinatensystem zu

LE &)= % (éﬁ - ézz) - % g2 — k2_2 £7 (26.10)
Die triviale Transformation
Qi = /m &(1) (26.11)
fiihrt dann zu Normalkoordinaten:
[y 2 2 H2 : ki
L=> Z(Qi —0? Q) mit o= - (26.12)

Die Eigenmoden sind Schwingungen in Richtung der Hauptachsen der Ellipsen.
Wir sind hier etwas von dem allgemeinen Losungsweg abgewichen, der im letz-
ten Kapitel angegeben wurde. Nach diesem Losungsweg hitten wir zunidchst aus
det(V — 0?T) = det(V — mw?1) = 0 die Eigenwerte a)l-z = k;/m bestimmt.
Dann ergibt VA® = m a)sz(k) die Spaltenvektoren A% die die Richtung der Ei-
genschwingungen (und Hauptachsen) angeben. Die hier gewihlte Behandlung zeigt
die Verbindung des allgemeinen Verfahrens mit einer Hauptachsentransformation.
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Gekoppelte Pendel

Wir betrachten das in Abbildung 26.1 skizzierte Doppelpendel. Fiir kleine Auslen-
kungen ist die Gravitationsenergie jedes der beiden Pendel von der Form mgz =
mgl (1 —cos @) ~ mgl > /2. Der Abstand der beiden Massen dndert sich bei klei-
nen Auslenkungen um x =/ (¢2 — ¢;). Die Feder soll fiir ¢; = ¢ = 0 entspannt
sein; dann ist ihre potenzielle Energie gleich k x2/2. Die Lagrangefunktion fiir klei-
ne Schwingungen lautet damit
mi®, 5 mgl ki? 2

°C=T(‘/’12+‘/’22)_—2 (§012+§022)—7(901—<ﬂ2) (26.13)
Wegen der quadratischen Form und der Abhédngigkeit von (¢; — ¢2) liegt es nahe,
die neuen Koordinaten

1+
2

61 , 0y =91 — ¢ (26.14)

einzufiihren. Wir setzen die Riicktransformation

_o 4 _o % (26.15)
pr=>0+=, p=0-3 .
in die Lagrangefunktion ein und erhalten
. % 1 60}
£=m12912+’"7922—mg1912—(kl%%)22 (26.16)

Dann fiihrt die triviale Transformation

12
01 =v2mi>6, und Q)= ,/mT 6, (26.17)

L T T

m m

Abbildung 26.1 Gekoppelte Pendel im Schwerefeld: Jedes Pendel hat die Lénge / und die
Masse m. Die beiden Massen seien durch eine (masselose) Feder mit der Federkonstanten
k verbunden. Die Feder sei entspannt, wenn beide Pendel sich im tiefsten Punkt befinden.
Die Gleichgewichtslage ist daher durch ¢; = ¢, = 0 gegeben.
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zu Normalkoordinaten:
2

£=3 ) (Qi2 - o} Qiz) (26.18)

i=1

Die Q;(t)  6;(t) beschreiben die Eigenschwingungen mit den Frequenzen

2k
o =%, w= /=48 (26.19)
[ m l

Die erste Eigenschwingung ist

01(t) = A cos(wit +a), =0 — @1(t) = p2(t) = A cos(wt + )
(26.20)
In diesem Fall schwingen beide Pendel parallel oder gleichphasig. Die Feder bleibt
entspannt und ist ohne Einfluss auf die Frequenz.
Bei der anderen Eigenschwingung

0>(t) = B cos(wat + B), 01 =0 — ¢@i(t) = —@a(t) = g cos(wat + B)
(26.21)
schwingen die Pendel gegenphasig. Die Riickstellkrifte der Feder und des Schwere-
felds addieren sich in w22. Die allgemeine Losung ist eine Uberlagerung aus den
beiden Losungen (26.20) und (26.21).

Fiir schwache Kopplung, k < mg/[, liegen beide Frequenzen nahe beieinan-
der. In diesem Fall scheinen die beiden Pendel zunichst unabhéngig voneinander
zu schwingen. Der Austausch von Schwingungsenergie zwischen den Pendeln be-
notigt die relativ lange Zeit t ~ 1/(w2 — w1) > (I/g)"/>. Wenn etwa das zweite
Pendel anfangs ruht, dann iibernimmt es nach dieser Zeit die Schwingungsenergie
des ersten Pendels.

Dreiatomiges Molekiil

Fiir das Beispiel eines dreiatomigen Molekiils gehen wir Schritt fiir Schritt den im
letzten Kapitel dargestellten Losungsweg durch. Die drei Atome des Molekiils sol-
len sich nur ldngs einer Geraden bewegen konnen (Abbildung 26.2 oben). Ihre je-
weiligen Positionen kennzeichnen wir mit den Koordinatenwerten y;, y> und ys.
Der Gleichgewichtsabstand zwischen benachbarten Atomen sei b, also

=y =b y3—y=>b (26.22)

Damit sind lediglich zwei der drei GroBen y{, y5 und y5 festgelegt, die wir im
Allgemeinen fiir die Entwicklung (25.2) benétigen. Das Potenzial ist in diesem Fall
aber von vornherein quadratisch in den Auslenkungen x; = y; — y?:

k
V(y1, y2. y3) 3 [(yz—yl —b)2+(y3—y2—b)2]

= g [(xz —x1)*+ (a3 — x2)2] (26.23)
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m M m

VAVAVATA AVAVAVAVAY Abbildung 26.2 Ein dreiatomiges
1 2 3 Y Molekiil (oben) mit zwei gleichen
Randatomen kann eindimensionale
w1 o> o> o> Schwingungen ausfiihren. Die drei
sich ergebenden Schwingungstypen
w) o [ ] - sind darunter skizziert. Die erste Lo-
sung besteht in der Translation des

w3 <+e [ g - gesamten Molekiils.

Die kinetische Energie lautet

L. m . . M m /. . M .
T2 59 = 5 (3 +35) + 5 35 =5 (x12 +i7) + S & 624

Die Lagrangefunktion ist damit von der Form (25.7), also

3
. 1 ..
QC()C,)C):E Z (Y}jxixj—‘/ijxixj) (2625)
ij=1
Die Koeffizienten T;; und V;; kdnnen aus (26.23) und (26.24) abgelesen werden,
wobei die Symmetrie (etwa Vi, = V51) zu beachten ist. Dies ergibt

m 0 0 k -k 0
T=(Tj) = 8 A04 0]. vV =(Vj) = —Ok 21;{ —ilz (26.26)
m -

Damit ist das Problem auf die Form (25.7) gebracht. Die Bedingung (25.16) fiir die
Eigenfrequenzen lautet:

k—w?*m —k 0
det (V — 0’T) = —k 2k —®M  —k =0 (26.27)
0 —k k—o?*m
Dies ergibt
0 = (k—aw’m)’ (2k — > M) —2k2 (k — w’m) (26.28)

w? (k — a)zm)(a)sz —kQ2m+ M))

mit den Losungen

k k 2
w =0, a)zz\/;, an = m(1+ﬁ’4"> (26.29)
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Aus (25.22), (V — a)k2 TYA® =0, folgen die Eigenvektoren:

1 1 1
AV=1], A®=]| o], A®=|-2m/m (26.30)
1 -1 1

Diese Eigenvektoren konnen beliebig normiert sein, da sie noch mit Konstanten
C multipliziert werden. Unter Beriicksichtigung von (25.19) lautet die allgemeine
Losung (25.25):

1 1
x() = 1| bit+a)+ 0 | By cos(wat + axp)
1 -1
1
4+ | —2m/M | Bz cos(wst + a3) (26.31)

1

Die sechs reellen Konstanten by, a;, By, aa, B3, a3z bestimmen sich aus den An-
fangsbedingungen fiir x; (0) und x; (0).

Bei der ersten Eigenmode w; = 0 handelt es sich um keine Schwingung,
sondern eine gleichférmige Bewegung des gesamten Molekiils mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Da die Schwerpunktkoordinate

_m(x1+x3) + Mxp
B 2m+ M

X

(26.32)

eine Linearkombination der behandelten Koordinaten ist, wird diese Bewegung
durch die Lagrangefunktion (26.25) beschrieben. Da das Potenzial (26.23) keine
Riickstellkraft fiir X ergibt, ist die zugehorige Frequenz null. Bei einer dreidimen-
sionalen Behandlung des Molekiils tritt eine analoge Situation auch fiir Rotationen
auf; denn ohne duBlere Krifte gibt es hierfiir ebenfalls keine Riickstellkraft und die
zugehorigen Eigenfrequenzen verschwinden. Alternativ zur gegebenen Behandlung
konnte man die triviale Schwerpunktbewegung von vornherein abspalten und nur
zwei Freiheitsgrade explizit behandeln.

Bei der zweiten Eigenmode ruht das mittlere Atom, und die beiden anderen
schwingen gegenphasig. Bei der dritten Eigenmode schwingen die beiden dufleren
Atome zusammen gegeniiber dem mittleren. Alle Moden sind in Abbildung 26.2
skizziert.
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Aufgaben
26.1 Standardverfahren fiir Doppelpendel

y Fiir das bereits in Aufgabe 10.1 geloste
Doppelpendel: Geben Sie die Matrizen
X T und V des allgemeinen Verfahrens fiir
I kleine Schwingungen an. Stellen Sie die
®1 g Eigenwertgleichung
mi

(V-0’T)A=0

auf. Bestimmen Sie die Eigenwerte und
Eigenvektoren fiir den Fall m; = my =
m und 1121221.

ma

26.2 Normalkoordinaten fiir Molekiilschwingung

mn M mn Die Atome (Massen m, M und m)
VAVAVAVAV AVAVAVAVAY, eines dreiatomiges Molekiils kon-
N 72 Y3 Y nen eindimensionale Schwingun-
o1 - o s gen ausfiihren. Die sich ergeben-
den Schwingungstypen sind in der
) o ° - Abbildung skizziert. Die erste Lo-
sung besteht in der Translation des

w3 <o o <o gesamten Molekiils.

Die zu den Schwingungen gehorigen Eigenvektoren sind

1 1 1
A(1)=c1(1), A(2)=CQ(O), A(3)=C3(—2m/M)
1 -1 1

(Diese Eigenvektoren werden ohne Angabe der ¢; in Kapitel 26 von [1] abgeleitet).
Aus den Eigenvektoren wird die quadratische Matrix

a = (aik) = (A;l), AEZ)’ AES))
gebildet. Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢; aus der Normierung a* 7 a = 1 mit
T = diag (m, M, m), und geben Sie die Normalkoordinaten Q; = Q(x) an.

26.3 Lineare Kette mit festen Randbedingungen

Drei gleiche Massen m sind iiber vier gleiche Federn (Federkonstante k) zwischen
zwei Winden verbunden und konnen in y-Richtung schwingen. Die Auslenkungen
aus den Gleichgewichtslagen yf,) werden mit x,(t) = y,(t) — y,? bezeichnet.
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Geben Sie die Lagrangefunktion fiir dieses Problem an, und lesen Sie die Matrizen
T und V ab. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und die Eigenvektoren. Skizzieren
Sie die verschiedenen Schwingungstypen.

26.4 Eindimensionales Kristallmodell 1

Die Massen m, = m mit n =0, =1, £2, ... konnen sich lidngs der y-Achse bewe-
gen. Harmonische Federn (Federkonstante k) zwischen benachbarten Massen fiih-
ren zu den Gleichgewichtslagen y! = an; die Linge a ist die Gitterkonstante dieses
eindimensionalen Kristallmodells. Die Auslenkungen aus dem Gleichgewicht wer-
den mit x,(t) = y,(t) — y;, bezeichnet:

Yn—1 Yn y
ANNaNANNNNANNNNNSNNNNNSNNNNNQNNN
VAVAdAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV.AVAVAVAVAV.AVAVAVAVAV.AVAVAY,

—_— —_—

Xn—1 Xn a

Geben Sie die Lagrangefunktion und die Bewegungsgleichungen fiir diese un-
endliche lineare Kette an. Losen Sie die Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz
x,(t) = Qq(t) exp(igna) und Q,(t) = A, exp(—iwyt).
Diese Losung wird durch die reelle Wellenzahl ¢ charakterisiert. Begriinden Sie,
dass g auf den Bereich —t/a < g < m/a beschrinkt werden kann. Skizzieren
Sie die Eigenfrequenzen w; = w(q) als Funktion von g. Diese Beziehung wird
Dispersionsrelation genannt.

Die physikalische Randbedingung einer endlichen Kette aus N Massen kann
durch die periodische Randbedingung x, (f) = x,n(¢) simuliert werden. Zu wel-
chen diskreten Werten von ¢ fiihrt diese Randbedingung?

26.5 Eindimensionales Kristallmodell 11

Die Massen my, = m und mo,+1 = M mit n = 0, £1, +2, ... konnen sich ldngs
der y-Achse bewegen. Harmonische Federn (Federkonstante k) zwischen benach-
barten Massen fiihren zu den Gleichgewichtslagen y), = a - v; die Linge a ist die
Gitterkonstante dieses eindimensionalen Kristallmodells aus zwei Atomsorten. Die
Auslenkungen aus dem Gleichgewicht werden mit x,, () = y, () — y) bezeichnet:

Y2n—1 YV2n M m

ANNNNNNN@\NNNNJNNANNNG\NANNNGANN
VAVAAVAVAVAVAY AVAVAVAVAVAAVAVAVAVAY, AVAVAVAVAVMAVAVAY

— —

X2n—1 X2n a
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Geben Sie die Lagrangefunktion und die Bewegungsgleichungen an. Reduzieren
Sie die Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz

X2, (t) = Qg (1) exp (ig2m)a),  xan41(1) = Py(1) exp (iq (2n + 1)a)

mit Q4 (1) = Ay exp(—iwyt) und Py(t) = By exp(—iwyt) auf zwei gekoppelte
Gleichungen fiir A; und B,. Losen Sie diese Gleichungen. Berechnen und skizzie-
ren Sie die Dispersionsrelation w, = @(g) als Funktion von g. Wiihlen Sie dazu
einen geeigneten Bereich fiir die Wellenzahl g.



VII Hamiltonformalismus

27 Kanonische Gleichungen

Im Teil VII fiihren wir zwei neue Formulierungen der Grundgesetze der Mechanik
ein: Die kanonischen Gleichungen (Kapitel 27 und 28) und die Hamilton-Jacobi-
Gleichung (Kapitel 29). Wir bezeichnen diese Formulierungen zusammenfassend
als Hamiltonformalismus.

Die praktische Losung von Problemen erfolgt iiblicherweise im Lagrangeformalis-
mus; der Hamiltonformalismus bietet hier im Allgemeinen keine Vorteile. Einige
Begriffe des Hamiltonformalismus werden aber in anderen Teilen dieser Lehrbuch-
reihe bendtigt: In der Quantenmechanik geht man bei der Aufstellung des Hamilton-
operators von der Hamiltonfunktion aus, und in der Statistischen Physik bendtigt
man den Begriff des Phasenraumvolumens. Diese Groflien werden in diesem Kapi-
tel eingefiihrt. Sie sind auch fiir die Chaostheorie wichtig, in der man iiblicherweise
von den Trajektorien im Phasenraum ausgeht.

Weitergehende Strukturen des Hamiltonformalismus werden danach in den Ka-
piteln 28 und 29 nur in relativ knapper Form vorgestellt; diese beiden Kapitel kon-
nen auch iibersprungen werden. Die dort vorgestellten Strukturen sind fiir die Unter-
suchung der Relationen zwischen der Mechanik und der Quantenmechanik wichtig.

Hamiltonfunktion
Im Lagrangeformalismus wurden durch

aL

== (i=1,2,...1) (27.1)
9gi

Di
die verallgemeinerten (oder kanonischen) Impulse p; definiert. Wir werden im Fol-
genden die verallgemeinerten Geschwindigkeiten g; zugunsten der verallgemeiner-
ten Impulse p; eliminieren. Dazu 16sen wir die f Gleichungen (27.1) nach den f
GroBen g auf:

3:13(61, Q» t) Auflésen
= — —>

i o0 gk = qx(q, p, 1) (27.2)
qi

235
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Wie iiblich verwenden wir in den Argumenten die Abkiirzungen

q="(q1:9qr), 4=1(q1:sqr) P =(Plsesyp) (27.3)

Wir definieren nun die Hamiltonfunktion durch

S
H(g, p.t) = Gi(q, p.1) pi — £ (g, 4(q, p. 1), 1) (27.4)

i=1

Wesentlich ist, dass H = ) ¢; p; — <& als eine Funktion der Argumente q1,..., ¢,
P1,...,py und t definiert wird.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die ebene Bewegung eines freien Massen-
punkts in Polarkoordinaten. Die Lagrangefunktion lautet

m

L. 9) =7 (5 +0%0%) (27.5)

Gemail (27.2) driicken wir die Geschwindigkeiten durch die Impulse aus:

pp =9L/3p=mp . P . D
_ L. — =" =% (27.6)
pp =9L/dp =mp~¢ m mp
Damit ergibt (27.4):
py Py
H(p,pp: Po) =P Pp+9pp—L =0+ 2m¢p2 27.7)

In den Aufgaben 27.1 bis 27.3 soll die Hamiltonfunktion fiir einige andere Fille
aufgestellt werden.

Unter Verwendung der Lagrangegleichungen berechnen wir die partiellen Ab-
leitungen der Hamiltonfunktion (27.4):

OH Xf:aqi oL as o,
dqge  —dqk T dqx = 94i dqx
0L d (0L ,
aqk dt aqk
foa f .
oH aq; . dL 9g; .
L o L A o Ll (27.9)
op ok ,;3‘11‘ pr
OH Xf:aq'i . Zf:M 0G; 0L AL 07,10
o or 0g; or ot ot '
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Die ersten beiden Gleichungen sind die kanonischen oder Hamiltonschen Gleichun-
gen:

d0H(q, p,1) ) 0H(q, p,1)
- Gy = ———

, k=11 | @111
dqk apk f

Pk =

Nach (27.8) und (27.9) folgen diese Gleichungen aus den Lagrangegleichungen. Da
die kanonischen Gleichungen 2 f Differenzialgleichungen 1. Ordnung sind, konnen
sie die urspriinglichen f Differenzialgleichungen 2. Ordnung (Lagrangegleichun-
gen) vollstindig ersetzen. Die Lagrangegleichungen und die kanonischen Gleichun-
gen sind daher alternative Formulierungen der Bewegungsgleichungen.

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einem Potenzial.
Aus der Lagrangefunktion

mi? m

£=T—U(r,t)=5<)€2—|—y'2+22>—U(x,y,z,t) 27.12)
folgen die verallgemeinerten Impulse py = 0.£/0X =mX, py =myund p, =mz.

Damit lautet die Hamiltonfunktion

2 2 2 2
Py tpy+p
H(x»)’szsPXsPy’Pz) = #4‘(]()@)”1,1‘) - L+U(r,l)
2m 2m
(27.13)
Die kanonischen Gleichungen fiir die x-Bewegung,
. oH aU . O0H px
px=_7=_7’ X = = — (2714)
ax ax apx m

konnen mit denen fiir die y- und z-Bewegung in Vektorform zusammengefasst wer-
den:

p=—gadU@), i=2 (27.15)
m

Die Aquivalenz mit den Lagrangegleichungen m# = — grad U ist offensichtlich.

Erhaltungsgrofen

Wir skizzieren kurz den Zusammenhang zwischen Symmetrie und Erhaltungsgrofie
fiir die Hamiltonfunktion. Wir berechnen zunéchst

f
dH d oL . .35 0L (27.100 IH
- = g - L = = =7 27.16
dt  dt ( ; 9g; 7 ) at at ( )
Hieraus ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Zeittranslationsinvarianz und
der Energieerhaltung in der Form:
oH Erhaltungsgrofe:

varian: P o 27.17
nvarianz o - H = const. ( )
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Wenn die kinetische Energie T nur quadratisch von den Geschwindigkeiten ¢;
abhidngt und die Lagrangefunktion von der Form £ = T — U(q,t) ist, gilt
> (3L£/9¢;) gi = 2T. Dann ist die Hamiltonfunktion

Hg,p,) =T +U (27.18)

gleich der Energie. Dies gilt insbesondere, wenn die Koordinaten kartesisch sind
und wenn das Potenzial nicht von den Geschwindigkeiten abhingt. In Aufgabe 27.3
wird ein Gegenbeispiel betrachtet, indem H /= + U.
Fiir eine zyklische Koordinate g folgt aus (27.8)
oH Erhaltungsgrofle:

Invarianzz. — =0 — (27.19)
gk Pk = const.

Phasenraum

Die Angabe von 2 f Werten fiir q1,..., ¢r und fiir g1,..., g5 legt den Zustand des
betrachteten Systems zu einer bestimmten Zeit fest (Kapitel 9). Aquivalent dazu ist
die Angabe der 2 f Werte g1,..., ¢y und py,..., pr. Wir ordnen nun jedem Zustand
einen Punkt in einem abstrakten, 2 f-dimensionalen Raum zu, der durch 2 f karte-
sische Koordinatenachsen fiir die Groen ¢; und p; aufgespannt wird. Dieser Raum
wird Phasenraum genannt. Die zeitliche Entwicklung des Systems wird dann durch
eine kontinuierliche Folge von Punkten im Phasenraum, also durch eine Trajektorie
dargestellt. In Abbildung 27.1 ist der Phasenraum eines eindimensionalen Systems
skizziert.

Der Phasenraum wird insbesondere in der Statistischen Mechanik zum Ab-
zdhlen von Zustinden verwendet. Bei der Behandlung von chaotischen Systemen
geht man ebenfalls meist vom Phasenraum aus. Auf den Phasenraum bezieht sich
auch die Bohrsche Quantisierungsbedingung, die am Anfang der Quantenmechanik
stand. Wir diskutieren im Folgenden den Aspekt der Abzdhlung von Zustdnden.

Durch H(q1,.., g7, p1,...,pf) = E isteine (2f — 1)-dimensionale Flidche im
Phasenraum gegeben; eine mogliche Zeitabhidngigkeit von H schreiben wir nicht
mit an. Diese Fldache schliet das 2 f-dimensionale Phasenraumvolumen Vpgr(E)
ein:

Vpr(E) Z/.../dp1 ...dpydqy...dqyf (27.20)

H(q,p)<E

Jedem Systemzustand mit einer Energie kleiner als E entspricht ein Punkt in diesem
Phasenraumvolumen. In einem endlichen Volumen gibt es unendlich viele Punk-
te, also unendlich viele klassische Systemzustinde. Dagegen nimmt ein quanten-
mechanischer Zustand ein endliches (kleines) Volumen im Phasenraum ein. Die
Anzahl der quantenmechanischen Zustédnde mit einer Energie kleiner als E ist dann
proportional zu Vpr(E). Dies wird im Folgenden am Beispiel des eindimensiona-
len Oszillators erldutert; diese Diskussion setzt nur elementare quantenmechanische
Kenntnisse voraus.
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k g

Abbildung 27.1 Darstellung des Phasenraums fiir ein eindimensionales System. Ein
Punkt im Phasenraum, also die Angabe von ¢ und p, definiert einen Systemzustand. Die
zeitliche Entwicklung des Systems kann durch eine Trajektorie im Phasenraum dargestellt
werden, wie etwa die skizzierte Kurve zwischen den Zeitpunkten ¢, und #,. Die Bedingung
H(q, p) = E ist eine Kurve, auf der die Systemzustidnde gleicher Energie E liegen. Die
Anzahl der Zustinde mit einer Energie kleiner als E ist proportional zu der Flidche, die von
der Kurve H (g, p) = E eingeschlossen wird.

Die Hamiltonfunktion des eindimensionalen Oszillators lautet
2 2 2

p mow-q

H(q,p) = —

(g, p) m T2

(27.21)

Hierfiir ist die Kurve H (g, p) = E eine Ellipse mit den Halbachsen

| 2E
a=,—7, b=~2mE (27.22)
mw

Das Phasenraumvolumen Vpg ist gleich der von der Kurve H(g, p) = E einge-
schlossenen Ellipsenfldche:

2nE
Ver(E) = / /dp dg =nab=—— (27.23)
10}

H(g,p)<E

Zur Diskussion der Bedeutung des Phasenraums benutzen wir einige elementare
quantenmechanische Ergebnisse. Der quantenmechanische Oszillator hat die dis-
kreten Energiezustinde

En:ha)(n+%) n=01,2..) (27.24)

Die Anzahl Ng der Zustinde mit einer Energie kleiner als E ist daher

E Vpr(E
Np = |~ £ o PR(E)

N 1 27.25
P P 2wl (N> 1) ( )
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Das Ergebnis

_ Ver(E)
© 2mh
gilt fiir beliebige eindimensionale Systeme. Fiir ein System mit f Freiheitsgraden
gilt entsprechend

E (Ng>1) (27.26)

_ Ver(E)

ET Qnnys

Die allgemeine Giiltigkeit von (27.26) und (27.27) beruht auf der Unschirferelation:

Nach dieser Beziehung kénnen die Koordinate g und der Impuls p; nur im Rahmen

der Unschirferelation Agy Apy > h/2 festgelegt werden. Dementsprechend nimmt

ein quantenmechanischer Zustand ein Volumen der Grofle 7 im gi- pi-Unterraum

ein. Bis auf numerische Faktoren erklirt dies, dass ein quantenmechanischer Zu-
stand im 2 f-dimensionalen Phasenraum das Volumen (27/)/ einnimmt.

Der erste Ansatz zur Bestimmung der diskreten quantenmechanischen Energie-

werte bestand in der Bohrschen Quantisierungsbedingung, die fiir stabile, geschlos-

sene Bahnen postulierte:

(N> 1) (27.27)

f dg p=2nhn, n=1,2,3, ... (27.28)
H=E

Im Integral ist p = p(q, E) eine Funktion von ¢ und E, die sich durch Auflosen
von H (g, p) = E nach p ergibt. Fiir den harmonischen Oszillator beschreibt p =
p(q, E) die Ellipse mit den Halbachsen aus (27.22). Damit erhalten wir fiir den
Oszillator

2E
qu p(q, E)=mab=——=27hn (27.29)
w

Hieraus folgen die diskreten Energiewerte, allerdings ohne die Nullpunktenergie
how/2.
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Aufgaben

27.1 Hamiltonfunktion fiir Massenpunkt auf Kreiskegel

Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei im Schwere-
feld auf einem Kreiskegel. Das System wird durch
g l die Lagrangefunktion

L(r P, ) = %('ﬁ—i—rqu sinfa) —mgr cosa

o beschrieben. Stellen Sie die Hamiltonfunktion und
die Hamiltonschen Gleichungen auf.

27.2  Hamiltonfunktion fiir Teilchen im elektromagnetischen Feld

Fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld lautet die Lagrangefunk-
tion

. L) q .
L(GF,r,t)= zr —q®(r,t)+—71-A(r,t)
c

Stellen Sie die zugehorige Hamiltonfunktion auf.

27.3 Massenpunkt auf rotierender Stange

y Ein Massenpunkt auf der rotierenden Stange
wird durch die Lagrangefunktion
. m ..
m L(p, p) =7 (p* +@’p?)

/ beschrieben. Stellen Sie die Hamiltonfunktion
auf. Gilt 9 H/dt = 0? Gilt H = const.? Ist H
gleich der Energie des Massenpunkts? Ist die
Energie erhalten?

27.4 Ebenes Pendel im Phasenraum

Ein ebenes Pendel besteht aus einer Masse m am Ende einer masselosen Stange der
Linge ¢. Im Schwerefeld hat das Pendel die potenzielle Energie

U(g) =mgt(l —cosq)

Dabei ist ¢ = ¢ der Auslenkwinkel des Pendels. Skizzieren Sie mogliche Bahn-
kurven fiir Energien £ > 0 im zweidimensionalen p-q-Phasenraum.
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27.5 Liouvillescher Satz

p Es wird die eindimensionale Bewegung (ldangs der z-
Achse) von N > 1 gleichartigen Teilchen betrachtet.
Der Zustand (Ort z und Impuls p = m z) eines her-
ausgegriffenen Teilchens wird durch einen Punkt im
Phasenraum dargestellt. Zur Zeit ¢ = 0 sei die Dichte
dieser Punkte konstant im Bereich 0 < z < Z und
7 z 0 < p < P, und null auBerhalb.

P

Berechnen und skizzieren Sie, wie sich die Grenzen des besetzten Phasenraum-
bereichs im Laufe der Zeit verschieben, und zwar fiir (i) kriftefreie Bewegung und
(i1) Bewegung im Schwerefeld g = g e,. Begriinden Sie, dass das Volumen dieses
Phasenraumbereichs und die Dichte der Punkte konstant ist.

Das Ergebnis kann zum Liouvilleschen Satz verallgemeinert werden: Die Dichte
der Systempunkte im Phasenraum ist zeitlich konstant.



28 Kanonische Transformationen

Wir formulieren das Hamiltonsche Prinzip, betrachten die Moglichkeit der Wahl an-
derer Koordinaten und Impulse, und fiihren schlieBlich die Poissonklammern ein.
Diese Entwicklungen sind von minderer Bedeutung fiir die Losung praktischer Pro-
bleme der Mechanik; sie werden daher relativ kurz behandelt. Die vorgestellten
Strukturen sind aber fiir die Untersuchung der Beziehungen zwischen Mechanik
und Quantenmechanik wichtig.

Hamiltonsches Prinzip

Wir formulieren zunéchst das Hamiltonsche Prinzip fiir die kanonischen Gleichun-
gen. Das Hamiltonsche Prinzip aus Kapitel 14 besagt, dass fiir die tatsdchliche Be-
wegung die Wirkung S stationér ist, also

t 5]
55:5/ dr £ L 5/ dt<
131 131

Dabei werden die Randwerte festgehalten:

!
Zpiéi —H(q,p,t)> =0 (28.1)

i=1

5qi(t)) = 8¢i(1) =0 (i =1L, f) (28.2)

Bei der Auswertung des rechten Teils von (28.1) verwenden wir die in (12.16,
12.17) eingefiihrte Kurznotation:

N /tzdt Xf: [ Spi + pi 84 aHrS 8H8 } (28.3)
= qi Opi + Pi0qi — —O0pPi — —0q; .
nooio dpi dqi

Im zweiten Term auf der rechten Seite nehmen wir eine Umformung vor:

15} t 23
—/ drpiaq,:—/drpiaqi
f 131 n

(28.4)
Der Randterm verschwindet wegen (28.2). Mit dieser Umformung wird (28.3) zu

no [t OH IH
§Slq, = dt 1i—— ) Spi— | pi + — ) S¢qi 28.5
9. p] /,, Z |:<q 3Pi> P (p 3%‘) 1 ] (28

i=1

& . tz d p.L
dt pidq; = | dt p; E&h = pidqi

n 3|

243
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Eine Variation der Bahn ldsst Variationen §¢; und ép; zu; dies wurde jetzt im Ar-
gument des Funktionals S[g, p] zum Ausdruck gebracht. Aus (28.5) und aus den
kanonischen Gleichungen folgt §S = 0. Wegen der Beliebigkeit der d¢g; und ép;
folgen umgekehrt die kanonischen Gleichungen aus §S[g, p] = 0. Daher konnen
wir die kanonischen Bewegungsgleichungen durch das Hamiltonsche Prinzip

8S[g, p1 =0 Hamiltonsches Prinzip (28.6)

ersetzen. Dieses Prinzip wird gelegentlich auch modifiziertes Hamiltonsches Prin-
zip genannt. Die Modifikation besteht darin, dass nach anderen (doppelt sovielen)
GroBen variiert wird. Die Festlegung am Rand (28.2) bezieht sich aber nach wie vor
nur auf die Koordinaten. In Anwendungen wird diese Festlegung in der Regel durch
2 f Anfangsbedingungen ersetzt (fiir die Groen ¢;(f1) und ¢;(¢;) im Lagrange-
formalismus, und fiir g; (¢;) und p; (¢;) im Hamiltonformalismus).

Erzeugende Funktion G(q, Q, 1)

Wir betrachten Transformationen der 2 f Variablen p; und ¢; zu 2 f neuen Variablen
Py und Qy:

Ok
Pk == Pk(qt'""sqf9pis“'»pfvt) == Pk(‘],pJ)

Qk(qi"“’ qf’ pl‘""’p‘f’ t) = Qk(q7 p’ t)
(28.7)

Diese Transformationen sollen dadurch eingeschrinkt sein, dass die kanonischen
Gleichungen auch fiir die neuen Variablen gelten. Solche kanonische Transforma-
tionen erhilt man, wenn man eine beliebige (differenzierbare, invertierbare) Funk-
tion G(g, Q, t) wihlt und ansetzt:

I /
. . , d
E pigi—H(q, p,1) = E Py Or — H (Q, P,t)+—dt G(g,Q.1) | (28.8)

i=1 k=1

Wir zeigen: Hieraus folgen (i) die Transformationen (28.7), (ii) die neue Hamilton-
funktion H’ und (iii) die kanonischen Gleichungen fiir die neuen Variablen.
Das totale Differenzial der Funktion G ist

f

9G G 9G
dG = Za—%dq +Z@ko ik (28.9)

i=1

Wir multiplizieren (28.8) mit d¢ (verwenden ¢; dt = dg; und Qk dt = dQy) und
setzen dG ein:

f f
G G
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Fiir die Funktion G (g, Q, t) sind ¢;, Q und ¢ unabhéngige Variable. Die Koeffizi-
enten bei den Differenzialen miissen daher verschwinden:

aG(q, O, 0G(q, O,
i = G, 0.1 _ 2@ 0.1) und Py = _ 96, 0.1 _ Pu(q. 0.1)
0qi EYo8
(28.11)
H'(0, P, 1) = Hg, p, 1) + 204 2:1) (28.12)

ot

Um zu (28.7) zu kommen, muss man noch p;(q, Q,t) nach Qj auflésen. Wenn
man (28.11) nach ¢ = ¢(Q, P,t) und p = p(Q, P, t) auflost und auf der rech-
ten Seite von (28.12) einsetzt, erhilt man die neue Hamiltonfunktion H'(Q, P, t).
In dieser Weise erhilt man aus einer gegebenen Hamiltonfunktion H (g, p, t) und
einer beliebigen Funktion G (g, Q, t) eine neue Hamiltonfunktion H'(Q, P, t).

Fiir die alte Hamiltonfunktion gilt das Hamiltonsche Prinzip 6S = 0, (28.1).
Hierin setzen wir (28.8) ein:

¢ f
2 . , d
0=46S = S/t] dl(];Pka—H(Q,P,t)-i-EG(q,Q,t))
IR . 9H OH
= /tldt];[QkSPk-i-Pk(SQk—a—Pk(SPk Q (SQk]
5(Gla). 0w).0) ~ Glg). Qu.0))  (8.13)

Fiir den angestrebten Ubergang zu den neuen kanonischen Gleichungen formen wir
den zweiten Term auf der rechten Seite um:

15}

f . & d p.L
/ dt Pk5Qk=/dt P, — 60y = P60k
11 151 dl

15 .
—f dt Py 5Q;  (28.14)
13l

n

Der Randterm bleibt stehen, da die Variation am Rand nur fiir die alten Koordinaten
verschwindet, (28.2). Aus demselben Grund verschwindet auch der letzte Term in
(28.13) im Allgemeinen nicht:

/

5(Gla®), 0w), 1) — Glaw), Q). 1) ) = Z @ sor]

15}

(28.15)

Wir setzen nun die letzten beiden Gleichungen in (28.13) ein:

o Lrr. aH OH
0=265 = ftldtZ[(Qk—ﬁ)SPk—<Pk+@)8Qk]

k=1

+Z<Pk+—>8Qk

k=1

5]

(28.16)

n
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Jetzt fillt der Randterm wegen P, = —3G/d Qy, (28.11), weg; dagegen verschwin-
den 6 Ok (t1) und 8 Qx(#2) im Allgemeinen nicht (anders als d¢g;(t;) = dqi(2) = 0,
(28.2)). Damit folgen aus (28.16) die kanonischen Gleichungen:

o, = o= (28.17)
SV T '

Jede beliebige Funktion G(g, Q, t) fiihrt in dieser Weise zu einer kanonischen
Transformation und wird daher auch Erzeugende der Transformation genannt.

Wir fassen die Durchfiihrung einer kanonischen Transformation zusammen:
Ausgangspunkt ist eine gegebene Hamiltonfunktion H (¢, p, t). Man wihlt nun ei-
ne beliebige Funktion G (¢, Q, t). Die Gleichungen (28.11), (28.12) legen die Va-
riablentransformationen ¢ = ¢(Q, P,t) und p = p(Q, P,t), und die neue Ha-
miltonfunktion H'(Q, P, t) fest. Aus H'(Q, P, t) folgen die neuen kanonischen
Gleichungen (28.17). Bei geschickter Wahl der Erzeugenden G(g, Q, t) konnen
die neuen kanonischen Gleichungen einfacher als die alten sein.

Erzeugende Funktionen G,(q, P, t), G3(p, Q, t) oder G4(p, P, t)

Anstelle von G(g, Q,t) kann auch die erzeugende Funktion auch in der Form
Ga(q, P,t), G3(p, Q,t) oder G4(p, P,t) angesetzt werden. Der Ubergang zur
neuen Hamiltonfunktion erfolgt durch H' = H 4+ 9G; /9t wie in (28.12). Der Uber-
gang zu den neuen Koordinaten und Impulsen erfolgt in dhnlich wie in (28.11):

0Ga(q, P, 1) 1G> G,

H=H+ 22220 = : = 28.18
+ 91 Pi 9 Ok 9P, ( )

90G3(p, Q. 1 9G 9G
io—pgy BP0 o 0G  p G g9

at api 00k

9Ga4(p, P 1) 3G, 9G4
H=H4+222 20 =0 = 2 (2820
+ o1 qi o o o P, ( )

Die Argumente sind H'(P, Q, t) und H(p, g, t), ansonsten folgen sie aus den Ar-
gumenten der jeweiligen erzeugenden Funktion G;. Die Herleitung der angegebe-
nen Beziehungen erfolgt analog zu dem fiir G(¢q, O, t) angegebenen Verfahren.

Im Lagrangeformalismus kann man von den f Koordinaten ¢; zu f neuen ver-
allgemeinerten Koordinaten Qy tibergehen (zum Beispiel Kugelkoordinaten anstel-
le von kartesischen Koordinaten, oder Schwerpunkts- und Relativkoordinaten an-
stelle von r{ und r»). Dies entspricht einer speziellen kanonischen Transformation:

P

Gaq, P,O) =) fi(@1,ndp, D P = Q= filgr, qp, 1) (2821)
1
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Harmonischer Oszillator

Als Beispiel 16sen wir das Problem des harmonischen Oszillators durch eine kano-
nische Transformation. Die Hamiltonfunktion des Oszillators lautet

2 2.2
p maw-q
H="— 28.22
m T2 ( )
Fiir die Erzeugende
mo ,
G, Q)= — 4" cot 0 (28.23)
ergibt (28.11):
G G 2
p=""—mogeotQ, P=-—"="21 (28.24)
dq 00 2sin"Q
Wir 16sen diese Gleichungen nach den alten Variablen auf:
[2pP
q=,—sinQ, p=~2mwP cosQ (28.25)
mo

Nun berechnen wir die Hamiltonfunktion H'(Q, P, r) gemiB (28.12):
H'(Q,P)=H(q(Q,P), p(Q.P)) =wP cos’Q +wPsin>Q =wP (28.26)

Die neue Variable Q ist zyklisch. Die kanonischen Gleichungen lauten:

P oH 0 0 oH (28.27)
= — = , = — =0 .
00 opP
Sie haben die Losung
H' E
P =const. = — = —, Oty =wt+ B (28.28)
1) 1)

Wenn wir dies in (28.25) einsetzen, erhalten wir die bekannte Losung des Oszil-
lators in den urspriinglichen Variablen. Der hier beschriebene Weg stellt jedoch
kein Standardverfahren zur Losung von Problemen dar; denn die Vereinfachung der
Hamiltonfunktion und der kanonischen Gleichungen hingt davon ab, ob man eine
geeignete Erzeugende findet.

Poissonklammer

Wir definieren jetzt die Poissonklammer. Sie fiihrt zu einem Ausdruck fiir die Zeit-
ableitung einer beliebigen physikalischen GroBe und zu einer alternativen Form
der Bewegungsgleichungen. Die Poissonklammer ist das Pendant zum quanten-
mechanischen Kommutator.
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In einem System, das durch die Koordinaten ¢; und die Impulse p; beschrieben
wird, kann eine physikalische GroBe nur von diesen Variablen und von der Zeit
abhingen. Wir betrachten zwei solche Groflen, F und K:

F=F(q1,.. 497, p1,-,ps, 1) = F(q, p, 1), K =1(q,p.1t) (28.29)
Hierfiir definieren wir durch
I /aF 9K OF 0K
|[F.K} = ;(8_%81%_6%8_%> (28.30)

die sogenannte Poissonklammer; sie wird durch geschweifte Klammern { , } ange-
zeigt, die zwei Argumente einschlief3en.

Wir fiihren zunéchst einige Eigenschaften und spezielle Poissonklammern an.
Aus der Definition folgt sofort

{F.k}=—{K.F} uwd {F, F}=0 (28.31)

Im Hamiltonformalismus sind pg, gx und ¢ unabhéngige Variable. Daher gilt

9qi 9qi aqi
4 Pj (28.32)
i _, opi _ i _
agp ap; 7 a
Fiir K = gj oder K = p; erhalten wir aus (28.30)
o (rg). 2 _ir ) (2833)
= 9 q' 9 o= ’ p' *
Die weitere Spezialisierung F' = g; oder F = p; ergibt
{g.a;}=0.  {pipi}=0.  {pi.gj} =3 (28.34)

Wir kommen nun zur Berechnung der Zeitabhingigkeit einer beliebigen physikali-
schen GroBe F(q, p,t). Wenn wir in

f f
dF oF oF oF
— = —qi — pi+— 28.35
dt iz_;aq,»q’+;ap,»p’+at (283
die kanonischen Gleichungen einsetzen, erhalten wir
dF oF
—={F,H{+ — 28.36
ar ~ A (2830
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Diese Gleichung bestimmt die Zeitabhingigkeit einer beliebigen physikalischen
GroBe. Die Groe F konnte zum Beispiel der Schwerpunktimpuls, der Drehimpuls
oder die Energie des Systems sein.

Auf der Grundlage von (28.36) kann man die Frage nach Erhaltungsgrofien in
neuer Form stellen. Wenn eine physikalische Groe F nicht explizit von der Zeit ab-
hingt, so ist sie gerade dann eine Erhaltungsgrée, wenn ihre Poissonklammer mit
H verschwindet. Fiir F = H ergibt sich die bereits aus (27.16) bekannte Relation

dH 0H
dt 3t
Fiir 0 H/9t = 0 folgt daraus die Erhaltungsgrofie H = const.

Aus (28.36) folgen fiir F = p; oder F' = ¢; die kanonischen Gleichungen in
der Form

(28.37)

pi={pi.H}, Gi = {qi, H} (28.38)

Beispiel

Als einfache Anwendung von (28.36) untersuchen wir die Bewegung des Schwer-
punktimpulses fiir ein System aus N Massenpunkten. Die Hamiltonfunktion lautet

N 2
p
H = E z—n:v—i—U(r],...,rN,t) (28.39)

v=1

Das System hat f = 3N Freiheitsgrade. Die Variablen der Hamiltonfunktion be-
zeichnen wir mit

q = (gn) = (q3v+j-3) = (ry - €))

p=(pn) = (P3vy;j-3) =(p,-€)
Dabei lauft v von 1 bis N, j von 1 bis 3, und n von 1 bis 3N. Der Schwerpunkt-
impuls ist durch

(28.40)

N
P=>p, (28.41)
v=1
gegeben. Fiir seine x-Komponente P, gilt
0Py 1 aPy 9Py 0Py 9Py

1. - —0, -0, —0 (2842
op3v—2 op3v—1  Op3y 0q; ot

Damit kénnen wir (28.35) fiir P, auswerten:

3N
. aP Z oP, 0H 0P, 0H
Px {PXaH}+ Bl‘x =n—1< : - , )

0qn Opn 0pn 9qn

N N
= -y oy =Y F,e (28.43)
v=1

dg3v—2 =
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Mit der entsprechenden Beziehung fiir Py und P, erhalten wir
P = Z F,=F (28.44)

Dies ist die bekannte Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunktimpuls.

Aufgaben
28.1 Beispiel fiir kanonische Transformation

Gegeben ist die Hamiltonfunktion H (g, p) = ) pi2 /2m+U(qi, .., qr). Gehen Sie
mit der Erzeugenden

f
Gq.0) =Y 4 0

i=1
zu einer neuen Hamiltonfunktion H'(Q, P, t) iiber, und vergleichen Sie H' mit H.
Welche Bedeutung haben die neuen Koordinaten Q; und Impulse P;?

28.2 Erzeugende fiir kanonische Transformation

Gegeben ist die Hamiltonfunktion H (g, p) fiir ein System mit einem Freiheitsgrad.
Fiir welche Parameter «, 8, v, § sind die Transformationen

0=q"p’, P=q"p’
kanonisch? Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass die Pois-
sonklammer gleich 1 ist, { Q, P} = 1. Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Erzeugen-

de G(q, Q).



29 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir bestimmen diejenige kanonische Transformation, fiir die die neue Hamilton-
funktion (28.12) verschwindet:

IW(g, 0,0

Die Erzeugende der Transformation wird hier mit G = W(q, Q, t) bezeichnet; wie
wir sehen werden, ist W fiir die tatsdchliche Bahn gleich der Wirkung. Die Be-
dingung (29.1) fiihrt zu einer partiellen Differenzialgleichung tiir W(q, Q, t), der
Hamilton-Jacobi-Gleichung. Diese Gleichung kann als Grundgleichung der Mecha-
nik aufgefasst werden. Sie ist ein wichtiger Ausgangspunkt fiir die Untersuchung
der Relationen zwischen Mechanik, Optik und Quantenmechanik.

Nach (28.11) gilt fiir die gesuchte Transformation

W, O, aW(q, O,
W@ o oy, p=-V@90D

= P N s
0 30. k(q, O, 1)

(29.2)
Fiir H' = 0 ergeben die kanonischen Gleichungen Q; = 0 und P; = 0, also

Q; = a; = const., P; = b; = const. (29.3)

Wir setzen p; = dW/dqg; und Q; = a; in (29.1) ein:

0 (294

oW(g,a,t oW(g,a,t W(g,a,t
(g,a,1) (g )!t>+ (g ) _

A= , dq; ot

Wir schreiben diese Differenzialgleichung ohne Beriicksichtigung der konstanten
GrofBen an:

dW(g.1) IW(g.,1) 7 t) n IWg. 1 _

0 (29.5)
aq1 8qf at

H(éh,---,qu,

Diese Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine partielle Differenzialgleichung 1. Ord-
nung fiir die Funktion W(qi,..., gr,t). Wir bendtigen eine Losung dieser Glei-
chung, die (29.4) erfiillt, also eine Losung W(q,t) = W(q, a,t), die neben den
Variablen ¢ und ¢ von f unabhiingigen Konstanten aj,...,ay abhingt. Dies ist eine
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relativ spezielle Losung; denn die allgemeine Losung von (29.5) hingt iiber die An-
fangsbedingung W (g, 0) = f(g) von einer beliebigen Funktion der Koordinaten
ab; dies entspricht einer Abhingigkeit von unendlich vielen Konstanten.

Eine Losung mit ebensovielen Integrationskonstanten wie Variablen, also f +
1 fiir (29.5), hei3it volistindiges Integral. Die gesuchte Losung ist praktisch ein
solches vollstindiges Integral, da mit W auch W + ay,; Losung ist. Die triviale
additive Konstante a1 dndert nichts an der kanonischen Transformation und wird
daher hier nicht explizit beriicksichtigt. Hiufig kann man eine vollstindige Losung
durch einen Separationsansatz finden (siehe Beispiel am Ende des Kapitels).

Wir zeigen nun, dass eine Losung der speziellen Form W(q, a, t) zur allge-
meinen Losung der Bewegungsgleichungen fiihrt. Aus (29.2) und (29.3) folgen die
linken Gleichungen in

oW(g,a,t)
pPi=—17T _
9qi ” qi =gi(a, b, 1)
i Auflosen (29.6)
b — _2Wg.a. 1) pi = pi(a, b, 1)
! 361,'

Die linken Gleichungen stellen 2 f algebraische Gleichungen fiir die 2 f Funktio-
nen g;(¢) und p;(¢) dar. Die Losungen ¢;(¢) und p;(¢) dieses Gleichungssystems
hiangen von 2 f Konstanten @; und b; ab; sie stellen daher die allgemeine Losung
der kanonischen Gleichungen dar.

Wir fassen den hier diskutierten Losungsweg zusammen: Mit der gegebenen
Hamiltonfunktion H(q, p, t) stellt man die Hamilton-Jacobi-Gleichung (29.5) auf.
Man bestimmt eine Losung W(q, a, t) dieser Gleichung mit f unabhingigen Kon-
stanten ¢ = (ay,...,ay) (ohne die triviale additive Konstante); standardmifig ver-
sucht man, eine solche Losung durch einen Separationsansatz zu gewinnen. Die
Losung W(q, a, t) definiert das algebraische Gleichungssystem auf der linken Sei-
te von (29.6). Dessen Auflosung ergibt die allgemeine Losung ¢; = ¢;(a, b, t) und
pi = pi(a, b, 1).

Auf diese Weise fiihrt die Hamilton-Jacobi-Gleichung zu einer Losung der Be-
wegungsgleichungen. Sie kann daher als Grundgleichung fiir die Bewegung me-
chanischer Systeme aufgefasst werden. Als partielle Differenzialgleichung 1. Ord-
nung fiir die Funktion W (qy,..., ¢, t) ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung allerdings
viel schwieriger zu 16sen als die urspriinglichen kanonischen Gleichungen, die ein
System von 2 f gewohnlichen Differenzialgleichungen darstellen. Die Hamilton-
Jacobi-Gleichung dient auch weniger zur Losung von konkreten mechanischen Pro-
blemen, als vielmehr zum Studium der Beziehungen zwischen Mechanik, Optik und
Quantenmechanik.

Ergidnzend berechnen wir noch die Zeitableitung von W, wobei wir (29.1)—
(29.3) verwenden:

f

f
aw . ow .
E ?Qz —t=§ pigi—H =L (29.7)
i i=1

f
dW(q Q 2
"X
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Hieraus folgt W = [dt £ + const. Lings der Bahnkurve ist W also bis auf eine
Konstante gleich der Wirkung.
Zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung
Hingt H nicht explizit von der Zeit ¢ ab, so ist
Wi(g.1)=S(q) —Et (29.8)

mit einer Konstanten E eine Losung von (29.5), falls

9S(q) 95(q) ) —E

R 29.9
g1 dqy (299

H(Ql,---, qrs

Diese zeitunabhdngige Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine partielle Differenzial-
gleichung in den Variablen g, also fiir eine Funktion S(g).

Wie oben diskutiert, benttigen wir eine Losung W(g, a,t) = S — Et, die von
f Integrationskonstanten abhéngt. Als erste Konstante konnen wir a; = E nehmen.
Damit ist die gesuchte Losung fiir S von der Form

S=S8(q,a) =S(q1,....,q7, E, a,...,ar) , a=F (29.10)

Hierfiir spezifizieren wir die Gleichungen in (29.6):

dS(q,a)
i = T]z
by = LW _ ¥ Auflosen gi =qi(a,b,1) 2o11)
dar oF pi = pi(a,b.1)
bijp= _98(g.a)
aa,‘

Der Losungsweg entspricht weitgehend dem bei der zeitabhingigen Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Wir fiihren ihn im Folgenden fiir ein spezielles Beispiel explizit
durch.

Beispiel
Fiir den freien Fall im Schwerefeld g = —g e, lautet die Hamiltonfunktion
H:L(p2+p2)+mgz (29.12)
2m X z

Wir beschridnken wir uns auf eine Bewegung in der x-z-Ebene. Die zeitunabhéngige
Hamilton-Jacobi-Gleichung lautet

2 2
1 [08(x,2) 1 [9S(x,z2)
=E 29.13
2m< ox >+2m( 0z )+mgz ( )
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Wir benétigen eine Losung der Form S(x, z, E, ap), die neben E noch von einer
zweiten Konstanten a; abhédngt. Wir versuchen, eine solche Losung mit einem Se-
parationsansatz

S(x,z) = S1(x) + $2(2) (29.14)
zu erhalten, den wir in (29.13) einsetzen:
ds 2 ds, 2 5
dx dz

Hier muss (dS;/dx)* = const. = as sein, da die anderen Terme nicht von x abhin-
gen. Damit erhalten wir

das das
d—;:@ und d—;:\/ZmE—a2—2m2gz (29.16)

Hieraus folgt bis auf unwesentliche additive Konstanten

1
3m2g

Si=Jax, S=- (2mE —ay —2m*gz)*"? (29.17)

Damit haben wir ein vollstiandiges Integral von (29.13) gefunden:

1
S =S8,z E, @) = az x — —— (2mE —ay —2m?gz)">  (29.13)
3m?g

Wir schreiben die Gleichungen der linken Seite von (29.11) an:

_as 8 25 s

= —, z — =t—by,
ax Pz !

=22 — —b 29.19
3z 9E 2 (29.19)

Px 8_(,12_

Hieraus folgen x(#), z(¢), px(t) und p,(t). Zunéchst ergibt die dritte Gleichung

1
- \/ZmE—a2—2m2gz =1—b (29.20)
mg
oder o B
m —d
=-3 b2+ 2o it (29.21)
2 2m*g 2

Im z-t-Diagramm ist dies eine Parabel. Die Wurfparabel in der x-z-Ebene folgt
dazu analog aus der letzten Gleichung in (29.19). Damit liegen x(¢) und z(z) fest;
die ersten beiden Gleichungen in (29.19) implizieren p, = mx und p, = mz.



VIII Kontinuumsmechanik

30 Saitenschwingung

Die Kontinuumsmechanik befasst sich mit der Dynamik von elastischen Korpern,
von Fliissigkeiten und von Gasen. Sie ist ein umfangreiches Gebiet mit zahlreichen
interessanten Anwendungen. Mathematisch betrachtet handelt es sich um Feldtheo-
rien; an die Stelle der Bahnen fiir Massenpunkte treten Felder fiir kontinuierliche
Massenverteilungen. In Teil VIII unternehmen wir einen Streifzug durch dieses Ge-
biet. Als Einfiihrung in dieses Gebiet sei der zweite Teil der Theoretischen Mecha-
nik [7] von Stephani und Kluge empfohlen.

Als exemplarische Anwendungen behandeln wir die Saitenschwingung (dieses
Kapitel), die statische Balkenbiegung (Kapitel 31) und die Grundgleichungen der
Hydrodynamik (Kapitel 32). Kapitel 33 bringt einen kurzen Ausblick auf andere
Feldtheorien und gibt hierfiir die Verallgemeinerung des Noethertheorems an.

In Abbildung 30.1 ist eine eingespannte Saite gezeigt; ihre Ruhelage sei die x-
Achse. Die Saite werde senkrecht zur x-Achse um die Linge u ausgelenkt. Diese
Auslenkung hingt vom Ort und der Zeit ab:

u = u(x, t) = Auslenkung der Saite (30.1)

Die Funktion u(x, t) beschreibt die Bewegung der Saite. In diesem Kapitel stellen
wir die Bewegungsgleichung fiir u(x, t) auf.

Die Auslenkung einer Saite ist ein einfaches Beispiel fiir ein Feld. Unter einem
Feld versteht man eine physikalische Grof3e, die vom Ort und im Allgemeinen auch
von der Zeit abhingt; Beispiele sind das Temperaturfeld 7 (r, t) der Atmosphire,
das elektrische Feld E(r, t) in einem Schwingkreis, die Schrodingersche Wellen-
funktion ¥ (r, t) eines Elektrons im Atom oder das Geschwindigkeitsfeld v(r, ¢)
der Meeresstromung. Die Auslenkung u(x, ¢) der Saite ist ein besonders einfaches
Feld, weil sie nur von einer Ortskoordinate abhéngt und aus nur einer Grof3e besteht
(im Gegensatz etwa zu drei Komponenten von E oder v), und weil die Bedeutung
von u unmittelbar einsichtig ist (im Gegensatz etwa zu der von ). In der Kontinu-
umsmechanik sind die Felder die zentralen GroBen; an die Stelle von Bewegungs-
gleichungen fiir Bahnen treten partielle Differenzialgleichungen fiir diese Felder,
die Feldgleichungen.
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u(x,t)
Sx, 1) Am
Pl /_Tf\,
0 Ax 1 X

Abbildung 30.1 Zwischen x = 0 und / ist eine Saite eingespannt. Wenn keine dufleren
Krifte f(x,t) wirken, ist die Ruhelage gleich der x-Achse. Die Linge, um die die Saite
senkrecht zur x-Achse ausgelenkt ist, wird mit u(x, ¢) bezeichnet. Die Abbildung skizziert
eine mogliche Auslenkung zu einer bestimmten Zeit ¢.

Wir denken uns die Saite in N Massenelemente aufgeteilt, die wir durch Punkt-
massen ersetzen. Die elastischen Eigenschaften der Saite simulieren wir durch
Federkrifte zwischen den Massenpunkten. Damit konnen wir von dem bekannten
Problem der Bewegung von N Massenpunkten ausgehen. Hierfiir stellen wir die
Lagrangefunktion auf, nehmen den Limes N — oo und werten das Hamiltonsche
Prinzip aus. Dies fiihrt zur Wellengleichung der Saite.

Eine Saite kann nicht nur vertikal (wie hier) sondern auch horizontal ausge-
lenkt werden. Nach der Ersetzung durch N Massenpunkte konnen die horizontalen
Schwingungen wie in Aufgabe 26.4 behandelt werden.

Die Ruhelage der Saite ist der Abschnitt [0, /] der x-Achse. Wir teilen dieses
Intervall in N gleichgroe Abschnitte auf, / = N Ax. Fir N > 1 konnen wir die
Massen der einzelnen Abschnitte als Massenpunkte

Am; bei x; = (i —1/2) Ax, i=12,..,N) (30.2)

behandeln. Die Auslenkung u;(¢) des i-ten Massenpunkts hingt mit dem Feld zu-
sammen:

ui(t) = u(x;,t) (30.3)

Die Diskretisierung fiihrt zu N Funktionen u;(¢) anstelle des Felds u(x, 7). Fiir

N — oo legen die Funktionen u;(¢) (also die Bahnkurven der Massenelemente)

das Feld u(x, t) fest. Zugleich gehen die Fehler der Diskretisierung gegen null.
Die kinetische Energie des Systems aus N Massenpunkten lautet

N 2 N
Am; [ du; 0A4x .,
T = — ) = ; 30.4
2.5 (dt) ; 2 Ui (30.4)

i=1

Dabei haben wir die homogene Massendichte o = Masse/Linge eingefiihrt; jedes
Massenelement hat die Grofie o Ax.

Die Saite sei mit der Kraft P zwischen den Punkten x = O und x =1 ein-
gespannt. Die elastischen Eigenschaften der Saite konnen durch Federn zwischen
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benachbarten Massenpunkten simuliert werden. Der Abstand zwischen dem i-ten
und (i + 1)-ten Massenpunkt ist

2
As = \/(Ax)2 + (i1 —up)? ~ Ax [1 + %} (30.5)

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass die Steigung der Saite klein ist. Die Vor-
spannung der Saite bedeutet, dass die Feder bereits in der Ruhelage (As = Ax)
mit der Kraft P vorgespannt ist. Eine Vergroflerung des Abstands von Ax auf As
ergibt dann den potenziellen Energiebeitrag P (As — Ax). Die Summe dieser Bei-
trige ergibt die potenzielle Energie

Wit1 —u; )
U=) PAx 30.6
; 20407 (00

Hinzu kommt noch ein Beitrag der Feder zwischen dem ersten und N-ten Mas-
senpunkt und dem jeweiligen Einspannpunkt; er spielt aber im Folgenden (fiir
N — o0) keine Rolle.

Wir fithren den Grenziibergang N — oo fiir die kinetische Energie durch:

N N 2 I 2
A ou(x;,t ou(x,t
7= 1im Y 25407 =2 lim Ax(LM)):g/dx(u(x ))
N—>ooi= 2 2 N—>ooi=1 ot 2 0 at
(30.7)
Hierbei wurde (30.3) verwendet. Mit
i t) —u;(t d iyl
lim uip1(t) —ui(t) _ u(x;i, t) (30.8)
Ax—0 Ax 0X;
werten wir die potenzielle Energie aus:
N—-1 2 1 2
i1 — U P ou(x,t
U= lim ZPAxM:—/ dx (21 1) (30.9)
N—00 £~ 2 (Ax)? 2 Jo 0x

Damit lautet die Lagrangefunktion des Systems

L) =T ~U —/ldx e (Lu(x’ t))z L (LOC’ ”)2 (30.10)
O o 2 ot 2 ax ’

=L@, u)

Den Integranden bezeichnen wir als Lagrangedichte L. Die partiellen Ableitungen
werden mit &z und u’ abgekiirzt.

Da die Saite als Grenzfall eines Systems aus vielen Massenpunkten betrachtet
werden kann, gilt das Hamiltonsche Prinzip:

123 1
85:8[ dt/ dx L(u,u,u',x,t)=0 (30.11)
0
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Fiir spitere Verallgemeinerungen lassen wir zu, dass £ auch explizit von u, x und ¢
abhingt. Fiir 85 ist u(x, t) zu variieren; dies entspricht der Variation von N Funk-
tionen u; (¢) im Grenzfall N — oo.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir (30.11) folgen aus (12.32); dazu ist F =
L(u,u,x,t), y=u, x] =x, xp =tund N = 2 in (12.32) einzusetzen. Dies
ergibt

3£+i%—%=0 (30.12)
at du  dx du’  Ju
Fiir die partiellen Ableitungen nach u, ¥’ und « ist die Form L(u, u’, i, x, t) zu
nehmen; fiir d/9¢ und d/0x sind die abzuleitenden Ausdriicke als Funktionen von
x und ¢ aufzufassen.

Fiir (30.10), £ = (0 > — Pu'?)/2, wird (30.12) zur Wellengleichung

32_14 1 & _ Wellengleichung (30.13)
9x2 2 912 der freien Saite '
Hierbei haben wir die Wellengeschwindigkeit ¢ eingefiihrt,
c= L (30.14)
o

Bei der Ableitung der Euler-Lagrange-Gleichung aus §S = 0 wird vorausgesetzt,
dass die zu variierende Funktion am Rand des Integrationsbereichs festgehalten
wird. In (30.11) ist der Integrationsbereich ein Rechteck in der x-7-Ebene, das durch
x=0,x =1,t =t;und t = 1, begrenzt ist. An zwei Seiten dieses Rechtecks ist
die Vorgabe der Funktion durch die Einspannung der Saite bei 0 und / gegeben, also
durch

u@©,t) =u(l,t) =0 (30.15)
Diese Randbedingung ist zur Differenzialgleichung (30.13) hinzuzufiigen. Eine
Vorgabe an den beiden anderen Seiten des Rechtecks erfolgt durch zwei Funktionen
F(x) und H(x),
u(x, 1) = Fx), ulx,n)=Hx)  (xe[0,l]D (30.16)
Gleichwertig dazu sind die Anfangsbedingungen
ulx, t) = Fx), u(x, 1) = G(x) (x €[0,1D (30.17)
Durch diese Bedingungen werden die Lage und die Geschwindigkeit der Saite zur

Zeit t; vorgegeben. Aus der Wellengleichung folgt dann die Auslenkung u(x, t) zu
jeder beliebigen Zeit ¢.
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Verallgemeinerungen

Die Wellengleichung fiir die freie Saite kann auf andere Fille verallgemeinert wer-
den. Zum einen konnten Krifte auf die Saite wirken. Zum anderen kann die Wel-
lengleichung auf den mehrdimensionale Fall verallgemeinert werden.

Auf die Saite wirke die Kraftdichte f(x, ¢) (Kraft pro Linge). Wenn f in Rich-
tung von u wirkt (wie in Abbildung 30.1 eingezeichnet), fiihrt die Auslenkung ei-

nes Massenelements Am zum Energiebeitrag AU = —u f Ax. Damit lautet die
Lagrangedichte
P
L, ity u,x, 1) = % i = 5w f ) (30.18)

Im Gegensatz zu (30.10) hingt £ jetzt explizit von der Auslenkung u ab, und iiber
die duflere Kraft auch von x und . Aus (30.12) folgt die inhomogene Wellenglei-
chung

Pu 1 8%u fx,0)

ax2 2 a2 P
Ein Beispiel fiir eine dullere Kraft ist die Schwerkraft; wenn die Erdbeschleunigung
g in Abbildung 30.1 nach unten zeigt, ist f = —po g.
Anstelle der Saite betrachten wir eine eingespannte Membran. Die Ruhelage
der Membran sei ein Bereich in der x-y-Ebene. Fiir transversale Auslenkungen
u(x,y,t) ergibt sich analog zu (30.13) die zweidimensionale Wellengleichung

(30.19)

2u  *u 1 9%u
- ————— =0 30.20
0x2  0y? 2 9t ( )

Fiir das Feld u = u(x, y, z, t) lautet die dreidimensionale Verallgemeinerung

2u  %u  %u 1 3%u i?

Eine solche Wellengleichung gilt zum Beispiel fiir die Auslenkungen in einem Fest-
korper. Die zugehorigen Wellen sind Schallwellen. Sie konnen transversal (Wel-
lenvektor senkrecht zur Auslenkung, wie bei der Saite in Abbildung 30.1) oder
auch longitudinal (Wellenvektor parallel zur Auslenkung) sein. In Fliissigkeiten
und Gasen gibt es nur longitudinale Schallwellen (Kapitel 32); in diesen Féllen ist
u = 0 — oo die Abweichung der Dichte o vom Gleichgewichtswert og. Eine Wellen-
gleichung der Form (30.21) gilt auch fiir jede Komponente des elektromagnetischen
Felds im strom- und ladungsfreien Fall; dabei ist ¢ dann die Lichtgeschwindigkeit.

Die Gleichungen (30.13) und (30.19)—-(30.21) sind die Bewegungsgleichungen
fiir das Feld u; sie werden auch Feldgleichungen genannt. Alle hier diskutierten
Feldgleichungen sind linear; das Feld kommt nur linear vor. Lineare Feldgleichun-
gen sind besonders einfach zu 16sen; dies wird im folgenden Abschnitt bei der Lo-
sung fiir die freie Saite klar werden. Grundgleichungen der Physik sind oft linea-
re Feldgleichungen. So sind insbesondere die Maxwell-, die Schrodinger- und die
Diracgleichung linear.
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Schwingung der kriftefreien Saite

Wir bestimmen die moglichen Schwingungen der kréftefreien Saite. Dazu stellen
wir die zu 16senden Gleichungen noch einmal zusammen:

u'(x,t) —ii(x,1)/c* =0 Wellengleichung
u,t) =u(l,t) =0 Randbedingung (30.22)
ulx,00=Fx), ukx,0) =G(x) Anfangsbedingung

Der Anfangszeitpunkt #; wurde willkiirlich gleich null gesetzt.

Fiir die Losungen linearer Differenzialgleichungen gilt das Superpositions-
prinzip. Es bedeutet, dass mit ©1 und u; auch eine beliebige Linearkombination von
u1 und up Losung ist. Schreiben wir die lineare Differenzialgleichung als D (u) = 0,
so folgt das Superpositionsprinzip aus

D(uy) =0

—> a1 D(uy) +ar» D(up) = D(ajuy + arur) =0 (30.23)
D(u) =0

Dabei sind a; und a; beliebige Konstanten. Wir bestimmen nun einen Satz von Lo-
sungen u,(x, t), die die Wellengleichung und die Randbedingungen erfiillen. Die-
ser Satz wird vollstindig in dem Sinn sein, dass wir mit der Linearkombination
> ay uy(x, 1) die Anfangsbedingungen erfiillen kénnen. Eine solche Linearkombi-
nation stellt daher die allgemeine Losung der Differenzialgleichung mit Randbe-
dingungen dar. Das vorgestellte Verfahren wird auch bei der Losung der zeitab-
hingigen Schrodingergleichung (etwa fiir die Bewegung eines Teilchens in einem
Kasten) oder der freien Maxwellgleichungen (etwa fiir Hohlraumschwingungen)
verwendet.
Wie wir sehen werden, fiihrt der Separationsansatz

ulx,t) =v(x) g) (30.24)

zu einem vollstindigen Satz von Losungen u, (x, ). Wir setzen ihn in die Wellen-
gleichung ein:

V'(x) 1 g"(1)

vx) e g()
Die partiellen Ableitungen werden dabei zu gewdhnlichen Ableitungen, die wir
durch Striche kennzeichnen. Da die linke Seite nicht von ¢ und die rechte nicht
von x abhingt, sind beide Seiten unabhingig von x und 7. Sie miissen also gleich
einer Konstanten sein, die wir mit —k? bezeichnen. Damit wird (30.25) zu

(30.25)

V' (x) + k*v(x) =0, O +a?gt)=0 (0=ck) (30.26)
Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung fiir v(x) lautet

v(x) = Cysin(kx) + Cp cos(kx) (30.27)
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Die Randbedingung v(0) = v(l) = 0 ergibt C; = 0 und

nm
kl=nm, k:T:kn, n=1,2, ... (30.28)
Fiir n sind zunidchst die Werte 0, =1, £2, ... moglich. Nun filhrtn = 0zuu = 0,
und ein eventuelles Minuszeichen kann in die Konstante C; aufgenommen werden.
Daher konnen wir n auf positive Werte beschrinken.
Die Differenzialgleichung fiir g(z),

() +w?g), wn=cky, n=12, ... (30.29)

hat die allgemeine Losung g(t) = a cos(wyt) +b sin(w,t). Damit fiihrt der Ansatz
(30.24) zur Losung

U (x, 1) = Cy sin(kyx) [ a cos(wut) + b sin(wyt) | (30.30)
Die Konstante C; kann weggelassen werden. Wegen der Linearitit der Wellenglei-
chung ist auch jede Linearkombination

(e, t) =Y sin(kyx) [ ay cos(wnt) + by sin(wnt) | (30.31)

n=1

Losung; mit u,, erfiillt auch # die Randbedingungen. Gleichung (30.31) stellt die
allgemeine Losung dar, denn sie ldsst beliebige Anfangsbedingungen zu:

u(x,0) = Zan sin(k,x) = F(x) (30.32)
n=1

i(x,0) = Y by, sink,x) = G(x) (30.33)
n=1

Natiirlich sind nur Anfangsbedingungen mit F(0) = F(I) =0und G(0) = G() =
0 zugelassen. Aus der Theorie der Fourierreihen ist bekannt, dass jede solche Funk-
tion im Intervall [0, / ] nach den Funktionen sin(k, x) entwickelt werden kann. Die
Entwicklungskoeffizienten a,, und b,, sind

2 (! !
P / dx F(x) sintnr), by = / dx G(x) sin(k,x)  (30.34)
0 0

l [ wy

Die allgemeine Losung (30.31) kann auch in der Form

o0
u(x, 1) =Y Ay sin(kyx) sin(@nt + ¢,) (30.35)

n=1
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Tabelle 30.1 Einige Groflen und Bezeichnungen, die bei Wellenlgsungen
oder Eigenschwingungen iiblicherweise verwandt werden.

Symbol Bezeichnung Relation
A, Amplitude
On Phase
w, W, Frequenz, Eigenfrequenz
k, ky Wellenzahl k=w/c
A Wellenldnge A=2m/k
¢ Wellengeschwindigkeit 2=PJlo

geschrieben werden. Sie ist eine Uberlagerung aus den Eigenschwingungen
uy(x,t) = Ay sin(k, x) sin(w,t + ¢,) (30.36)

In Tabelle 30.1 sind einige Bezeichnungen fiir die auftretenden Gro3en zusammen-
gestellt.

Die Losung (30.36) beschreibt eine Eigenschwingung oder Eigenmode der Sai-
te. Abbildung 30.1 kann als Momentaufnahme der Eigenschwingung u3(x, ¢) auf-
gefasst werden; sie konnte die Lage der Saite zu dem Zeitpunkt zeigen, zu dem
sin(w3t + ¢3) = 1. An einer bestimmten Stelle x schwingt dann die Saite zwischen
der skizzierten Position und der dazu negativen.

Bei einer Eigenschwingung (30.36) hat die Saite konstante Knoten, das heif3t die
Punkte x mit #(x, ) = 0 liegen immer an den gleichen Stellen. Man spricht daher
von einer stehenden Welle. Die Wellenlidnge A,, ist gleich dem doppelten Knoten-
abstand. Die erste Schwingung (n = 1, Grundschwingung) mit A; = 2/ hat zwei
Knoten (die Einspannpunkte), die n-te Schwingung hat n + 1 Knoten.

Durch Kopplung der Saite mit einem Schallkorper und der Luft kdnnen wir
einen Ton der Frequenz w, horen, wenn die Eigenschwingung u,(x, t) angeregt
ist. Die Grundfrequenz w; = mc¢/l = 7 (P/0)'/?/1 einer Saite kann durch Verin-
derung der einspannenden Kraft P verschoben werden (etwa beim Stimmen einer
Geige). Alle hoheren Frequenzen (Obertone) dndern sich dabei entsprechend mit.

Durch Uberlagerung von Eigenschwingungen konnen Wellenpakete gebildet
werden. Zwischen den Einspannpunkten konnen sich lokalisierte Wellenpakete mit
der Geschwindigkeit ¢ fortpflanzen (Aufgabe 30.2).
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Aufgaben
30.1 Saitenschwingung fiir gegebene Anfangsbedingungen

u(x,0) Die Auslenkung u(x, t) einer Saite

A geniigt der Wellengleichung und den
Randbedingungen

u"(x, 1) —ii(x, 1)/ =0
‘ T u©,0) =ul, 1) =0
Bestimmen Sie die Losung u(x, t) fiir die Anfangsbedingungen
2x .
u(x,O):A(l—’l—T ) i(x,0) =0 (30.37)

30.2 Losungsmethode nach d’Alembert
Zeigen Sie, dass die Wellengleichung u”(x, t) — ii(x, t)/c¢*> = 0 durch

ulx,t) = f(x —ct)+gkx +ct) (30.38)

gelost wird. Dabei sind f und g zunéchst beliebige Funktionen einer Variablen. Wie
hingen f und g mit den Anfangsbedingungen zusammen?

Wenden Sie diese Losungsmethode nach d’Alembert auf die Saitenschwingung
aus Aufgabe 30.1 an. Welchen Relationen miissen die Funktionen f und g geniigen,
damit die Randbedingungen fiir alle Zeiten erfiillt sind? Zeigen Sie dazu: AuBerhalb
des Definitionsbereichs [0, /] miissen die Randbedingungen antisymmetrisch und
periodisch (mit der Periode 217) fortgesetzt werden.

Berechnen Sie u(x,t) fir 0 <t < T/4mit T = 21/c. Das Ergebnis fiir die
volle Zeitperiode folgt dann aus Symmetrieiiberlegungen.



31 Balkenbiegung

Wir untersuchen Verbiegungen eines Balkens oder Stabes in einem dul3eren Kraft-
feld. Konkret berechnen wir die statische Durchbiegung eines Balkens im Schwere-
feld.

Im kriftefreien Fall ist die Ruhelage des in Abbildung 31.1 skizzierten Balkens
gleich dem Intervall [0, /] auf der x-Achse. Die Auslenkung aus der Ruhelage be-
zeichnen wir mit

u = u(x, t) = Auslenkung des Balkens (x e[0,1], || < 1) (31.1)

Dabei gebe die Kurve u = u(x, t) die Mittellinie des Balkens an. Wir setzen voraus,
dass die Abweichungen von der Horizontalen klein sind, |u’| <« 1. Daher kdnnen
wir die Verschiebungen von Massenelementen in x-Richtung aufgrund der Durch-
biegung vernachléssigen.

Die kinetische Energie hat die gleiche Form (30.7) wie bei der Saite,

! 9 N\2 !
T = 8/ dx (MDY 9/ dx i (312)
2 Jo ot 2 Jo

Die partiellen Ableitungen kiirzen wir mit  und u’ ab; die Massendichte g ist die
Masse pro Linge.

Im rechten Teil von Abbildung 31.1 sind die Dehnung und Stauchung skizziert,
die mit der Durchbiegung verbunden sind. Aus einfachen geometrischen Uber-
legungen folgt fiir den eingezeichneten Winkel 8,

_Ax’—Ax_Ax
N b " R

Dabei ist Ax die nicht gedehnte Linge des betrachteten kleinen Balkenabschnitts,
Ax’ die gedehnte Linge, 2b die Balkendicke und R der Kriimmungsradius. Der
Kriimmungsradius R einer Funktion u(x, ¢) an der Stelle x ist durch

) (31.3)

1 u’ ~ ’
R m ~ou(x,t) (Ju'] < 1) (31.4)

gegeben. Der potenzielle Energiebeitrag ist proportional zum Quadrat der relativen
Dehnung oder Stauchung, also zu (Ax’ — Ax)?/(Ax)?> = b?/R?> = b?u”?. Dann
ist die potenzielle Energie

k(1 (2u.n\Y k [!
Uy = —/ dx (24D —f dx u"? (1.5)
2 0 0x2 2 0

264
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Abbildung 31.1 Zur Balkenbiegung im Schwerefeld: Die vertikale Auslenkung aus der
Ruhelage wird mit u(x, ¢) bezeichnet; im Gegensatz zur Skizze sei |u’| < 1. Auf der rechten
Seite ist ein Abschnitt des Balkens vergrofert gezeigt. Bei der Biegung wird die gestrichelte
Mittellinie nicht gedehnt. Gegeniiber ihrer Linge Ax wird der obere Teil auf Ax’ gedehnt,
der untere entsprechend gestaucht. Nach dem Hookeschen Gesetz ergeben sich dadurch
potenzielle Energiebeitriige, die proportional zu (Ax’ — Ax)? sind.

wobei k ein positiver Parameter ist, der vom Material und von der Dicke des Balkens
abhiingt. Einen Beitrag proportional zu 1'% wie in (30.10) wiirden wir auch hier
erhalten, falls der Balken unter Zug (oder Druck) eingespannt wire. Wie in (30.18)
lassen wir eine duBere, auf den Balken wirkende Kraftdichte f(x, t) zu. Sie ergibt
den potenziellen Energiebeitrag

1
Ur = —/ dx u(x,t) f(x,t) (31.6)
0

Aus (31.2), (31.5) und (31.6) folgt die Lagrangefunktion £ = T — Uy — Uy =
[ dx £ mit der Lagrangedichte

k
LG, i, x, 1) = g W% — 5 W"? 4 u f(x,1) (31.7)

Wir gehen wieder vom Hamiltonschen Prinzip aus:

15 1
Sf dtf dx Cu,u,u”,x,t) =0 (31.8)
hn 0

Nach (12.32) und (12.35) lautet hierfiir die Euler-Lagrange-Gleichung
9 9L 97 9L L

at o ax2 du”  ou

Fiir die partiellen Ableitungen nach 7 und x sind die Ausdriicke d.£/di und 8L /9u”
als Funktionen von ¢ und x aufzufassen. Fiir (31.7) erhalten wir

(31.9)

oli(x,t) + ku""(x,1) = f(x,1) (31.10)
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Mit dieser Feldgleichung kénnen Balkenbiegungen und -schwingungen behandelt
werden. Die Differenzialgleichung ist durch Randbedingungen zu ergénzen, die un-
ten diskutiert werden. Die Losung wird dann durch die Anfangsbedingungen fiir
u(x, 0) und u(x, 0) festgelegt.

Statische Durchbiegung im Schwerefeld

Wir wollen die statische Durchbiegung des Balkens im Schwerefeld berechnen. Die
Schwerkraft sei in Abbildung 31.1 nach unten gerichtet, also

fx,0)=—-0g (31.11)
Die statische Gleichgewichtslage © = u(x) ist durch die Bedingung minimaler
potenzieller Energie bestimmt:
Lk
U=Uk+Uf=/dx (EM”Z—Fqu):minimal (1.12)
0

Diese Bedingung — oder das Hamiltonsche Prinzip fiir den statischen Fall — ergibt

1
2
3/0 dx(u”z—i-%u):O N u””(x):—% (1.13)

Die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung lautet
u@x) = —ax* + G323 + Cx? + Crx + G (31.14)
Hierbei sind die C; Integrationskonstanten und « ist durch

og

o= >0 (31.15)
24 k

gegeben. Die Integrationskonstanten sind durch die Randbedingungen des Balkens
festzulegen; Anfangsbedingungen treten im betrachteten statischen Fall nicht auf.

Die Randbedingungen sind durch die Art der Lagerung des Balkens bestimmt.
Wir betrachten verschiedene Lagerungsméglichkeiten des Balkens an seinen Enden,
also bei x = 0 und x = [. Fiir die in Abbildung 31.2 skizzierten Fille gilt:

(i) beidseitig eingespannt: ©(0) = u’(0) =0, u()=u'(l)=0
(ii) einseitig eingespannt:  u(0) = u’(0) =0, u(l), u'(l) beliebig (31.16)
(iii) beidseitig aufliegend: u(0) = u(l) =0, u’(0), u’(l) beliebig

Im Fall (i) stehen vier Bedingungen zur Festlegung der Konstanten C; bis C4 zur

Verfiligung. In den anderen beiden Fillen ist zunéchst nicht klar, durch welche Rand-
bedingungen die vier Konstanten C; festzulegen sind. Um diesen Punkt zu kldren,
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—

- i s A A
0 [ 0 l 0 [

beidseitig eingespannt einseitig eingespannt beidseitig aufliegend

Abbildung 31.2 Es werden drei verschiedene Lagerungsmoglichkeiten eines Balkens im
Schwerefeld betrachtet.

betrachten wir noch einmal die Ableitung der Euler-Lagrange-Gleichung fiir die
Randbedingungen (31.16). Das Funktional (31.12) ist von der Form

1
J=Jul= / dx F(u",u) (31.17)
0

Wir berechnen die Variation des Funktionals, wobei wir die Notation (12.16) ver-
wenden:

I
8] = J[u+5u]—1[u]:/dx (Fur 8u” + F, 8u)
0
p.I. dFu// dFu//
= (Fudul) = (Furdu') = ( dx 5”)1 +< Fra 0
1 szu”
+ | dx =+ Fu ) su(x) =0 (31.18)
0 dx

Der Term F,» u” wurde zweimal partiell integriert. Aus der Beliebigkeit von §u(x)
folgt zunidchst die Differenzialgleichung d? Fu«//dx2 + F, = 0, also (31.13). Ne-
ben dem Integral miissen aber auch die Randterme verschwinden. Fiir die Variation
du(x) am Rand gilt nach der physikalischen Vorgabe (31.16):

i)  Su(0)=8u'(0)=0, Su()=38u'l)=0
(i) Su(0) =8u’(0) =0,  Su(l), du’(l) beliebig (31.19)
(iii) du(0) =du(l) =0, 8u’(0), du’(l) beliebig

Im ersten Fall verschwinden die Randterme in (31.18), und aus (31.18) folgt nur die
Differenzialgleichung. Im zweiten Fall kann (31.18) nur erfiillt werden, wenn die
Koeffizienten von Su(l) und 8u’(l) verschwinden. Also folgt aus der Variation am
freien Ende des Balkens F,» = 2u” = Ound d F,» /dx = 2u" = 0; damit kommen
zu (31.16) die Bedingungen u”(I) = u”/(I) = 0 hinzu. Im dritten Fall folgt aus
(31.18) entsprechend u”(0) = u”(I) = 0. In jedem Fall erhalten wir insgesamt vier
Randbedingungen:

(i) u() =0, u'(0) =0, u(l) =0, u'l)=0
(i) u(0) =0, W) =0, u"()=0, uWI=0 (31.20)
(i) u(0)=0, u”(0)=0, u(l) =0, u"() =0



268 Teil VIII Kontinuumsmechanik

Die freie Variation von u’ am Rand impliziert, dass dort u” verschwindet. Ein am
Rand frei variierendes u bedingt dagegen u”’ = 0.
Mit (31.20) bestimmen wir die Integrationskonstanten in der Losung (31.15):
A u@)=—ax?(x-10>2
(i)  u(x) = —ax? (x> —4lx +61%) (31.21)
(i)  ux) =—ax(x}—20x2+13)
Die Funktion u(x) beschreibt die Gleichgewichtslage des Balkens im Schwerefeld.
Wir berechnen speziell die Durchbiegung in der Mitte des Balkens:
1/16 @)
ul/2) =—-A1*-{ 17/16 (ii) (31.22)
5/16 (iii)



32 Hydrodynamik

Wir stellen die Grundgleichungen fiir die Bewegung von Gasen und Fliissigkeiten
vor. Dazu verallgemeinern wir Newtons 2. Axiom zur Eulergleichung der Hydro-
dynamik. Wir diskutieren einige Anwendungen und Spezialfille (Fliissigkeit im
Schwerefeld, Bernoulligleichung, Potenzialstromung). Als Losung der linearisier-
ten hydrodynamischen Gleichungen erhalten wir Schallwellen.

An die Stelle von Massenpunkten tritt bei Fliissigkeiten (Gasen) die Massendichte

o,

DMy Am_ Masse
AV AV~ Volumen

Die Summe lduft {iber alle Atome oder Molekiile (v = 1,..., AN), die sich im
Volumenelement AV bei r befinden. Das Volumenelement AV wihlt man einer-
seits so grof}, dass AN > 1, und andererseits so klein, dass sich die makro-
skopischen Eigenschaften innerhalb von AV nicht wesentlich dndern. Unter die-
sen Voraussetzungen hingt o(r, t) nicht von AV ab. Das Volumen AV konnte
zum Beispiel AN = 107 Atome enthalten; dies entspricht einem Durchmesser
(AV)/3 ~ 1073 cm fiir eine Fliissigkeit und (AV)!/3 ~ 10~* c¢m fiir ein Gas.

An die Stelle der Geschwindigkeiten v, der einzelnen Massenpunkte tritt das
Geschwindigkeitsfeld

o(r,1) = (32.1)

| AN
v, = 2‘1 v, = (v) (32.2)

V=
Dies ist die mittlere Geschwindigkeit der AN Atome, die sich im betrachteten Volu-
men AV befinden. Die tatsdchlichen Geschwindigkeiten v, einzelner Luftmolekiile
im Horsaal liegen im Bereich von 100. .. 1000 m/s (Maxwellverteilung). Die mitt-
lere Geschwindigkeit v(r, t) ist dagegen meist um GroBenordnungen kleiner; sie

beschreibt zum Beispiel den spiirbaren Luftzug oder Wind.
In einem Medium herrscht im Allgemeinen ein endlicher Druck

AF Kraft

P=Pr.)="" = 323
("= 24 = Fliche (32.3)

Schlie3t man etwa ein Gas in einen Zylinder mit einem beweglichen Kolben (Fliche
AA) ein, so kann man die Kraft AF auf den Kolben messen. Umgekehrt kann man
einen kleinen, leeren Zylinder in das Innere eines Mediums (Gas, Fliissigkeit) brin-
gen, die Kraft auf den Kolben messen und so den Druck bestimmen. In der Luft im
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Horsaal betridgt der Druck P =~ 1 bar. Dieser Materiedruck hélt dem Gravitations-
druck der Atmosphire die Waage.

Mikroskopisch kann der Druck eines Gases durch die Kraftstoe der einzelnen
Atome oder Molekiile erklédrt werden. So werden am Kolben (wie auch an anderen
Stellen der Oberfliche des Gasvolumens) stindig Atome reflektiert. Jedes Atom iibt
dabei einen Kraftsto3 aus; die zeitliche Mittelung iiber diese Kraftstof3e gibt dann
eine Kraft AF.

Wenn das Volumen AV geeignet gewihlt wird, hangen die in (32.1)—-(32.3)
definierten Felder nicht von der GroB3e von AV ab. Fliissigkeiten, die durch die
Felder o(r,t), v(r,t) und P(r,t) beschrieben werden konnen, heilen ideal. Fiir
reale Fliissigkeiten oder Gase ist dies eine mehr oder weniger gute Nédherung. In
idealen Fliissigkeiten werden insbesondere keine Viskositidt (Reibung) und kein
Temperaturaustausch beriicksichtigt.

Bei der Stromung einer Fliissigkeit geht keine Materie verloren; daraus ergibt
sich die Kontinuititsgleichung. Krifte auf Fliissigkeitselemente bewirken Anderun-
gen des Geschwindigkeitsfelds; daraus ergibt sich die Eulergleichung. Zusitzlich
benotigt man noch eine Zustandsgleichung, die die Kompressibilitit der betrach-
teten Materie beschreibt. Wir stellen im Folgenden diese Grundgleichungen der
Hydrodynamik auf und diskutieren einige einfache Anwendungen.

Kontinuitédtsgleichung

Da bei der Stromung die Anzahl der Teilchen erhalten ist, muss fiir jedes beliebige
Volumen V gelten:

__4d (3 _ [ 0
?i(v)dA-(Q(r,t) v(r,z)) == /Vd ro(r, 1) = fvd ret (24

Die linke Seite stellt wegen

. . Masse

Jj(r,t) = ov = Stromdichte = Fliche - Zeit (32.5)
den Strom (Masse pro Zeit) dar, der durch die Oberfliche A(V') von V herausflief3t.
Dieser Nettostrom aus V heraus muss gleich der Anderung der Masse in V pro Zeit
sein, also gleich dem zweiten Ausdruck in (32.4). Das Volumen V sei zeitlich kon-
stant und ruhe in dem Inertialsystem, in dem die Gleichungen aufgestellt werden.
Dies ermdglicht den letzten Schritt in (32.4). Mit dem Gauflschen Satz verwandeln
wir das Oberflachenintegral in ein Volumenintegral und erhalten so

/d3r(a—g+div(gv)>dv =0 (32.6)
v dt

Dies gilt fiir beliebige Volumina, die allerdings groBer als das einleitend betrachtete
AV sein miissen. Daher muss der Integrand verschwinden:

do(r,t)

” + div (Q(r, t)v(r, t)) =0 Kontinuitédtsgleichung (32.7)
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y
v(r, 1) '”/‘F'd”
Ay Az P(x) Ay Az P(x + Ax)

X

Abbildung 32.1 Zur Ableitung der Eulergleichung: Fiir das Volumenelement AV =
Ax Ay Az wird die Kraft berechnet, die sich aus der Ortsabhéngigkeit des Drucks ergibt.
Wihrend dt bewegt sich das betrachtete Fliissigkeitselement ein Stiick weiter; daher trigt
sowohl die Zeit- wie die Ortsabhédngigkeit der Geschwindigkeit v(r, #) zur Beschleunigung
dv/dt bei.

Die Kontinuititsgleichung ¢ + V(o v) = 0 ist der differenzielle Erhaltungssatz
fiir die Masse, ausgedriickt durch die Massendichte o und die Massenstromdichte
J = o v. In der Elektrodynamik beschreibt eine analoge Kontinuititsgleichung die
Ladungserhaltung.

Eulergleichung

Wir betrachten nun ein herausgegriffenes kleines Volumenelement AV der Fliissig-
keit und untersuchen die Bewegung der Masse Am = o AV. Das Volumenelement
sei so klein, dass sich die Felder (32.1)—(32.3) innerhalb von AV nur geringfii-
gig dndern. Auf die Masse Am wirke die Kraft AF. Dann konnen wir Newtons 2.
Axiom anschreiben:

dv(r,t) du(r,t)
= ,1) AV
dt er. 1) dt

Die Kraft kann in einen externen und einen Druckanteil aufgeteilt werden. Auf die
Fliissigkeit konnte eine duBere Kraftdichte f(r, t) (Kraft pro Volumen) wirken. Ein
Beispiel ist das Schwerefeld mit der Kraftdichte f = o g und der Kraft

Am

=AF(r,t) = AF ey + AFppyck  (32.8)

AF e (r,t) = f(r,t) AV (32.9)
Zur Ableitung von A Fppck betrachten wir ein quaderformiges Volumen AV =

Ax Ay Az (Abbildung 32.1) und addieren die Krifte, die der Druck auf die sechs
Seitenflichen des Quaders ausiibt:

AFpnek = —f dAP = — e, Ay Az[P(x + Ax) — P(x)] (32.10)
AV

— e, Ax AzZ[P(y + Ay) — P(»)] — e, Ax Ay[P(z+ Az) — P(2)]
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Dabei haben wir nur die jeweils relevanten Koordinaten im Argument von P an-
gegeben; fiir die anderen Argumente ist ein Mittelwert im betrachteten Flédchen-
element einzusetzen. Wir ziehen einen Faktor AV heraus und ersetzen die auftre-
tenden Differenzialquotienten durch die Ableitungen:

AFprek = —(grad P) AV = —(VP) AV (32.11)

Die Beschleunigung dv/dt in (32.8) hat zwei Anteile. Einmal dndert sich v, weil
v(r, t) am betrachteten Ort r explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Zum anderen bewegt
sich das Massenelement wihrend dt zu einem anderen Punkt r +dr = r +vdt, wo
die mittlere Geschwindigkeit wegen der Ortsabhingigkeit von v(r, t) eine andere
ist. Formal ergeben sich diese Beitridge aus dem totalen Differenzial dv:

v av av v av

dv=—dt+—d —d —dz=—dt -V)vdt 32.12
v = di o x—l—ay y—l—az iy +(v-V)v ( )

Mit (32.9) - (32.12) wird die Newtonsche Bewegungsgleichung (32.8) zu

d
0 (a—l; +(v-V) v) =—VP+ f  Eulergleichung (32.13)

Dies ist die Eulergleichung der Hydrodynamik. Der Begrift ,,Eulergleichung® fiir
sich ist nicht eindeutig, da es noch die Eulerschen Gleichungen fiir den Kreisel
(Kapitel 22) gibt.

Zustandsgleichung

Die Eulergleichung und die Kontinuitétsgleichung stellen zusammen vier partielle
Differenzialgleichungen fiir die fiinf Felder o(r, t), v(r,t) und P(r,t) dar. Zur
Bestimmung der Felder ist daher noch eine weitere Gleichung notwendig. Dies ist
die Zustandsgleichung, die den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte angibt:

P = P(o(r,1) (32.14)

Die Zustandsgleichung hiingt von der Art der Materie ab. Wir beschrinken uns auf
sogenannte polytrope Zustandsgleichungen:

P = const. - o¥ (32.15)

Aus dieser Zustandsgleichung folgt die Kompressibilitéit

19V 1 9o 1
K= —— — = % — (32.16)
VoP o dP y P
Homogene Systeme mit fester Teilchenzahl hiingen meist von zwei Zustandsvaria-
blen ab, etwa vom Druck P und von der Temperatur 7. Daher ist bei der Druckén-
derung anzugeben, welche andere makroskopische Grofe festgehalten wird. Hiufig
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wird die isotherme (Temperatur 7' konstant) oder die adiabatische (Entropie S kon-
stant) Kompressibilitit angegeben.

Wie die Tabelle 32.1 zeigt, ldsst sich das Verhalten sehr verschiedener Syste-
me durch eine polytrope Zustandsgleichung beschreiben. Fiir Fliissigkeiten ergibt
eine Druckénderung meist nur eine kleine Dichtednderung (y > 1). Fir y = oo
ist die Dichte 0 o« P!/¥ = const. unabhingig vom Druck P, die Fliissigkeit ist
inkompressibel:

o(r,t) = oo = const. (inkompressible, homogene Fliissigkeit) (32.17)

Da wir nur eine Zustandsgleichung und damit nur eine Fliissigkeitssorte — wie etwa
Wasser — betrachten, ist die Fliissigkeit gleichzeitig auch homogen.

Aus der Kontinuititsgleichung und (32.17) folgt divv = 0. Diese Gleichung
erhilt man auch, wenn man zwar Orts- und Zeitabhingigkeiten in o(r, t) zulésst,
aberdo/dt = 9+v-V o = 0 verlangt. Gelegentlich findet man daher auch do/dt =
0 als (schwichere) Bedingung fiir die Eigenschaft inkompressibel.

Fiir ein ideales Gas gilt die Zustandsgleichung

PV = NkgT (ideales Gas) (32.18)

Dabei ist kg die Boltzmannkonstante und N die Anzahl der Gasteilchen (Masse m).
Fiir isotherme Volumeninderung folgt hieraus P(0) = const. - o, also y = 1 und
kr = 1/ P. Bei adiabatischer Volumenénderung gilt dagegen y = cp/cy, also

1 /9
Ks = — (—Q> - (ideales Gas) (32.19)
o \0PJg cpP

Hierbei sind cp und cy die spezifischen Wirmen bei konstantem Druck und bei
konstantem Volumen. Der Index § bei der partiellen Ableitung bedeutet, dass die
Entropie S konstant gehalten wird.

Tabelle 32.1 Einige Beispiele fiir den Exponenten y in
der polytropen Zustandsgleichung (32.15).

y System
00 inkompressible Fliissigkeit
> 1 reale Fliissigkeit
1 ideales Gas, isotherm
cp/cy ideales Gas, adiabatisch
5/3 Fermigas, T ~ 0, nichtrelativistisch

4/3 Fermigas, T = 0, relativistisch
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Zusammenfassung

Folgende Gleichungen sind die Grundgleichungen fiir die Dynamik idealer Fliissig-
keiten:

0+V(v) = 0 Kontinuitétsgleichung
ov+o(@-V)v = —VP+ f  Eulergleichung (32.20)
P = P(o) Zustandsgleichung

Dies ist ein System von fiinf Gleichungen zur Bestimmung der fiinf Felder o(r, 1),
v(r,t)und P(r,t). Als partielle Differenzialgleichung sind die Eulergleichung und
die Kontinuititsgleichung noch durch Rand- und Anfangsbedingungen zu erginzen.

Die besondere Schwierigkeit bei der Losung liegt in der Nichtlinearitit von
(32.20). Die Nichtlinearitit (ebenso wie die Kopplung zwischen mehreren Frei-
heitsgraden) kann zu komplizierten Bewegungsabldufen (zum Beispiel Turbulen-
zen) fiihren, deren mathematische Behandlung schwierig ist. Insbesondere konnen
sehr kleine Unterschiede in den Anfangsbedingungen exponentiell schnell anwach-
sen; dann ist der Bewegungsablauf praktisch nicht vorhersagbar. Konkret bedeutet
dies, dass langfristige Wettervorhersagen prinzipiell unmoglich sind. Wir beschrén-
ken uns im Folgenden auf einige sehr einfache Anwendungen.

Die Eulergleichung gilt fiir ideale Fliissigkeiten; sie vernachlissigt insbesonde-
re die Reibungseffekte. In realen, zéhen Fliissigkeiten treten Reibungskrifte auf,
die zu Zusatztermen (etwa n Av) fiihren; diese Terme sind vergleichbar mit einer
Reibungskraft —y 7 in der Newtonschen Bewegungsgleichung. Die entstehenden
Gleichungen heiflen Navier-Stokes-Gleichungen. Zusammen mit einer Berticksich-
tigung des Temperaturfelds erhédlt man damit die Grundgleichungen fiir Luftbewe-
gungen in der Atmosphére. Wenn man die Temperatur als zusitzliches Feld T (r, t)
einfiihrt, bendtigt man als weitere Feldgleichung die Kontinuitétsgleichung fiir die
Entropie (also fiir den Wirmegehalt der Fliissigkeit).

Anwendungen
Ruhende Fliissigkeit im Schwerefeld
Im Grenzfall der Hydrostatik,

o(r,t)=o0(r), v(r,t) =0, P(r,t)=P(r) (32.21)

ist die Kontinuitdtsgleichung trivial erfiillt. Die Eulergleichung reduziert sich zu
einer Gleichgewichtsbedingung fiir die Krifte; die duieren Krifte und die Druck-
kréfte halten sich die Waage.

Wir betrachten ein ruhendes Medium im homogenen Schwerefeld

S=0g=-o0ge; (32.22)
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Mit (32.21) und (32.22) ergibt die Eulergleichung

grad P =p0g oder dI:Z—iZ) =—0@)¢g (32.23)
Wegen der Translationsinvarianz in x- und y-Richtung konnen der Druck und die
Dichte nur von z abhéngen. Zur Bestimmung der Funktionen P (z) und o(z) benéti-
gen wir noch eine Zustandsgleichung. Wir betrachten eine inkompressible Fliissig-
keit und ein ideales Gas.
Fiir eine inkompressible Fliissigkeit o = gg ergibt (32.23)

P(z) = Py—o008z (32.24)

Dies beschreibt etwa den mit der Tiefe zunehmenden Druck in einem See. Die
Integrationskonstante Py ist gleich dem Druck bei z = 0. Die Druckunter-
schiede entsprechen dem Gewicht M g der jeweiligen Fliissigkeitssdaule, AP A =
008 A Az = M g mit der Masse M der Fliissigkeit im Volumen A Az.

Fiir ein ideales Gas (32.18) bei konstanter Temperatur fiihrt (32.23) zu

dp mg
—=_-—P (32.25)
dZ kBT
Die Integration ergibt die barometrische Hohenformel
mgz b4
Py — P <__)mP (__) 32.26
(z) = Py exp kT 0 P~ ( )

Dies ist ein Ausdruck fiir die Hohenabhingigkeit des Drucks in der Atmosphire.
Die Konstante Py ist der Druck bei z = 0, also etwa in Meereshohe. Fiir Luft und
T =~ 300K ist ein numerischer Wert fiir die Hohe angegeben, auf der der Druck
und damit die Dichte auf den e-ten Teil abfillt. Die barometrische Hohenformel
setzt eine von der Hohe unabhingige Temperatur voraus; realistischer ist dagegen
die Annahme eines konvektiven Gleichgewichts (Aufgabe 20.4 in [4]).

Sterngleichgewichte

Ein Stern entsteht, wenn sich eine Ansammlung von Materie (etwa Wasserstoffgas)
unter ihrer eigenen Schwerkraft zusammenzieht. Dabei wird Gravitationsenergie in
Wirme umgewandelt. Bei hinreichend groBer Masse ist die Erwdrmung so stark,
dass es zum nuklearen Brennen kommt. Im Laufe einer Sternentwicklung gibt es
mehr oder weniger lange stabile Phasen. Solche Sterngleichgewichte (etwa die Son-
ne oder ein Weiller Zwerg als Endstadium der Sonne) kénnen als hydrostatische
Gleichgewichte aufgefasst werden. Wie bei der barometrischen Hohenformel stellt
sich im Zusammenspiel von Materiedruck und Gravitationsdruck ein Gleichgewicht
ein.

Das Gleichgewicht unserer Sonne wird durch den kinetischen Gasdruck (32.18)
aufrechterhalten. Im Zentrum der Sonne, wo der Druck am stérksten ist, betragt die
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Temperatur etwa T ~ 107 K. Diese Temperatur wird durch die Verbrennung von
Wasserstoff zu Helium aufrechterhalten.

Nach der Umwandlung des Wasserstoffs in Helium kiihlt sich der Stern ab. Es
entsteht eine relativ kalte Ansammlung von Heliumfliissigkeit. Bei fehlendem ki-
netischen Gasdruck zieht sich der Stern weiter zusammen. Der Gravitationsdruck
wird dabei so stark, dass die Atomhiillen der Heliumatome zerquetscht werden. Ein
neues Sterngleichgewicht entsteht, wenn der Fermidruck der Elektronen der Gra-
vitation die Waage hilt; hierauf beziehen sich die letzten beiden Eintrdge in der
Tabelle 32.1. Das zugehorige Sterngleichgewicht ist das des Weillen Zwergs. Eine
elementare Behandlung des Weiflen Zwergs findet sich im Kapitel Ideale Fermigase
in [3].

Rotierende Fliissigkeit im Schwerefeld

In einem zylindrischen Eimer befinde sich Wasser, das wir als inkompressible
Fliissigkeit (o(r,t) = oo = const.) behandeln. Auf die Fliissigkeit wirke das
Schwerefeld g = —ge;; die Symmetrieachse des Eimers falle mit der z-Achse
zusammen. Der Eimer rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @ um seine
Symmetrieachse. Nach einiger Zeit stellt sich das stationidre Geschwindigkeitsfeld

v=v(r)=wxr (32.27)

ein. Dies ist eine starre Rotation, das heifit ein Geschwindigkeitsfeld, wie es sich
auch fiir einen starren Korper ergeben wiirde. Dabei bewegen sich einzelne Teile
der Fliissigkeit nicht mehr gegeneinander; eine solche anfinglich vorhandene Be-
wegung kommt in einer realen, zéhen Fliissigkeit von selbst zum Erliegen. Nachdem
sich das Geschwindigkeitsfeld (32.27) eingestellt hat, geben die Reibungsterme kei-
nen Beitrag mehr; wir konnen also die Eulergleichung anwenden.

Wie die Alltagserfahrung zeigt, stellt sich bei diesem Experiment eine ge-
kriimmte Wasseroberfliche ein. Mit Hilfe der Eulergleichung bestimmen wir die
Form dieser Oberflidche.

Wir verwenden Zylinderkoordinaten p = /x% + y2, ¢ und z und stellen die
Voraussetzungen zusammen:

0=0, wW=we;, V=wpe,, [f=008=—gooe;, P =P(p,2)
(32.28)

Die Kontinuitédtsgleichung ist von vornherein erfiillt. Fiir das Geschwindigkeitsfeld
gilt dv/dt = 0 und

(wV)v:wpli(wpe )=a)2p8ﬁ=—w2pe (32.29)
p g Y dg P
Mit (32.28) und (32.29) wird die Eulergleichung zu
P aP
—0w’pe,=— e —0oge: (32.30)

o T
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Hieraus folgt d P /dp = 0o w>p, dP/dz = —oo g und damit
W2 02

2

P(p,2) =00 (—gz + ) + const. (32.31)

Die Isobaren (Flichen mit P = const.) sind Rotationsparaboloide:

2
7= ;)_g ,o2 + const. (Isobaren) (32.32)
Auf die Oberfliche der Fliissigkeit wirkt in der einen Richtung der Druck (32.31)
und in der entgegengesetzten Richtung der (praktisch konstante) Luftdruck Py ~
1 bar. Also ist die Oberflache der rotierenden Fliissigkeit ebenfalls von der Form
(32.32). Die Konstante ist dann dadurch bestimmt, dass die vorhandene Wasser-
menge gerade in das vom Eimer und der Oberfliche begrenzte Volumen passt.

Das Ergebnis kann alternativ im mitrotierenden Bezugssystem KS’ abgeleitet
werden. Die Transformation zum rotierenden System fiihrt zu Trigheitskriften.
Konkret tritt die linke Seite von (32.30) mit einem Pluszeichen als Zentrifugalkraft-
dichte auf der rechten Seite auf. Dafiir verschwindet die linke Seite der Eulerglei-
chung (wegen v’ = 0).

Bernoulli-Gleichung

Wir betrachten die kriftefreie, stationdre Stromung einer inkompressiblen Fliissig-
keit, also

f=0, o(r,t)=00, v(r,t)=v(r), P(r,t)=P(r) (32.33)
Hierfiir lautet die Eulergleichung
oo(v-V)v=—grad P (32.34)
Wir multiplizieren dies skalar mit v:
oov-(v-Vyv=—@w-V)P (32.35)

Hierin setzen wir v - (v - V) v = (v - V) v%/2 ein und erhalten:

2
v
(v-V) (F5=+P) =0 (32.36)
Nun bedeutet v - V eine Ableitung parallel zu v, oder die Anderung entlang einer
Stromlinie. Stromlinien sind die Kurven, deren Tangentenvektor an jedem Punkt
parallel zum Geschwindigkeitsfeld v ist. Aus (32.36) erhalten wir daher eine GrofBe,
die entlang einer Stromlinie konstant ist:

konstant entlang

Q0 > _
B ()" + Pr) = [einer Stromlinie

Bernoulli-Gleichung (32.37)
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Die Bernoulli-Gleichung besagt, dass die Summe aus dem (gewohnlichen) Druck
P(r) und dem sogenannten Staudruck oo v*/2 entlang einer Stromlinie konstant ist.

Die Bernoulli-Gleichung liefert einfache Erkldrungen fiir einige bekannte Phé-
nomene. Insbesondere sinkt der Druck P(r) bei einer Verengung des Stromungs-
querschnitts, weil dort die Stromungsgeschwindigkeit hoher ist. So erfahren zwei
nebeneinander liegende Korper, an denen Fliissigkeit vorbeistromt, eine effektive
Anziehung. Dies ldsst sich auch auf fahrende Schiffe in ruhendem Wasser anwen-
den; dazu betrachtet man etwa die Situation vom Ruhsystem eines der beiden Schif-
fe aus.

Ein anderes Beispiel ist die Tragfliche eines Flugzeugfliigels: Die obere Aus-
wolbung fiihrt hier zu einer hheren Stromungsgeschwindigkeit und damit zu einem
niedrigeren Druck. Daraus ergibt sich eine nach oben gerichtete Kraft auf den Flii-
gel, die die Schwerkraft ausbalancieren kann.

Potenzialstromung

Besonders einfache Gleichungen erhalten wir fiir eine stationdre und wirbelfreie
Stromung,
rotv(r) =0 (wirbelfrei, stationir) (32.38)

Eine solche Stromung heifit auch Potenzialstromung, da wegen (32.38) ein skalares
Geschwindigkeitspotenzial @ (r) existiert, so dass

v(r) = grad @(r) (32.39)

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit ergibt die Kontinuitdtsgleichung dive = 0.
Damit erhalten wir die Laplacegleichung

AP =0 (32.40)

fiir das Geschwindigkeitspotenzial. Hiermit kann zum Beispiel die wirbelfreie Um-
stromung eines Korpers berechnet werden. An der Oberflidche des Korpers muss die
Normalkomponente n - v verschwinden, also

I
(n-grad®), = (8_n)R = 0 (32.41)
ane

In groBer Entfernung des umstromten Korpers sei der Strom homogen, also etwa
v = vg e;. Fiir @ bedeutet dies

r—0o0

b — Vo2 (3242)

Durch (32.40)—(32.42) ist das gestellte Problem mathematisch definiert. In der
Elektrostatik wiirden dieselben Gleichungen das Problem ,,Leitender Korper im ho-
mogenen elektrischen Feld* beschreiben. (Wegen der Randbedingungen entspre-
chen dabei die Aquipotenziallinien und nicht die Feldlinien den Stromlinien.) Die-
ses Problem wird in Kapitel 10 von [2] analytisch gelost.
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Schallwellen

Wir leiten den gewohnlichen Schall aus den hydrodynamischen Grundgleichungen
(32.20) ab.

Ein allgemeines Verfahren zur Losung von nichtlinearen Gleichungen ist die
Linearisierung. Dazu geht man von einer bekannten Losung o¢, vo, Py aus und
betrachtet kleine Abweichungen, o = 09 + 60, v = vo + év, P = Py + 6P.
Dieser Ansatz wird in (32.20) eingesetzt. Die Terme ohne §... erfiillen die Glei-
chung und fallen weg. Die Terme, die quadratisch (oder hoher) in den Abweichun-
gen sind, werden weggelassen. Dadurch erhélt man ein in 6o, v und 8 P lineares
Gleichungssystem, das mit {iblichen Methoden 16sbar ist. Dies ist vergleichbar mit
der Behandlung kleiner Schwingungen in Teil VI.

Wir gehen von der Gleichgewichtslosung

©o0 = const., v9g=20, Py = const. (32.43)
aus und betrachten Abweichungen der Form
o(r,t) = o+ Ag exp(i(k-r — i)
v(r.1) = vo+ Av exp(ik-r —wt)) (32.44)
P(r,1) Py+ AP exp (i(k - r — o))
Von der rechten Seite ist jeweils der Realteil zu nehmen; dies gilt auch fiir die linea-
ren Bewegungsgleichungen, die wir im Folgenden aufstellen.
Beim Schall sind die Dichtednderungen so schnell, dass dabei kein nennens-

werter Wirmeaustausch stattfindet. Der Zusammenhang zwischen Dichte und
Druck ist daher durch die adiabatische Kompressibilitit ks bestimmt:

(8 P ) Ao
AP =|—) A0 = (32.45)
do /s Q0 Ks
Diese Gleichung ersetzt die Zustandsgleichung in (32.20). Wir konnen uns darauf
beschrinken, die vier Funktionen ¢ und v aus den ersten beiden Gleichungen in
(32.20) zu bestimmen.

Wir setzen ¢ und v aus (32.44) in die Kontinuititsgleichung und die Eulerglei-
chung ein, beriicksichtigen vg = 0 und nehmen nur die in Av und Ap linearen
Terme mit:

(— iwAo + ik~AvQO> exp(itk-r—ot) = 0 (32.46)

. ik .
(— iwog Av + —— AQ) exp(itk-r —wt)) = 0 (32.47)
00 Ks

Die Zeitableitung wurde zu —iw und der Gradient zu ik. Wir schreiben die resul-
tierenden gekoppelten Gleichungen fiir Ap und Av in Matrixform an:

—w Q()k AQ

k =0 (32.48)
—wQo Av

Qo0 Ks



280 Teil VIII Kontinuumsmechanik

Fiir Av L k folgt hieraus w Ap = 0, also w = 0 fiir Ao /A0. Aus der zweiten Zeile
folgt dann k = 0. Damit erhilt man nur eine triviale Abweichung von (32.43) (alle
Felder sind rdumlich und zeitlich konstant).

Von Interesse sind daher nur die Losungen mit

Av || k (longitudinale Welle) (32.49)

Diese Losung beschreibt longitudinale Wellen. Dagegen sind zum Beispiel elektro-
magnetische Wellen transversal; das elektrische Feld E steht senkrecht zum Wel-
lenvektor k.

Firk = ke, und Av = Ave, wird (32.48) zu

—w ook Ao
k =0 (32.50)
—wQoo
00 Ks Av

Dieses lineare, homogene Gleichungssystem fiir zwei Unbekannte hat nur dann eine
nichttriviale Losung, wenn die Determinante verschwindet, also wenn

k2
w? = = cl k? (32.51)
00 Ks

Im letzten Ausdruck haben wir die Schallgeschwindigkeit cg eingefiihrt,

1
= (32.52)

w
k Q0 Ks

Fiir k = k e, istdie Orts- und Zeitabhingigkeit der Losung (32.44) durch den Faktor
expli(kz — wt)] gegeben; dabei ist ® = csk. Die Amplitude Ap kann beliebig
gewihlt werden; sie muss allerdings so klein sein, dass die lineare Ndherung gilt.
Die Amplituden Av und AP in (32.44) folgen dann aus (32.50) und (32.45). Die
so spezifizierte Losung (32.44) beschreibt Schallwellen.

Die Dispersionsrelation w = csk = cs|k| ist linear. Daher pflanzen sich Wel-
lenpakete ohne Dispersion, also ohne Anderung ihrer Form fort!. Bei einer nicht-
linearen Dispersionsrelation hitten hohe und tiefe Tone unterschiedliche Lauf-
zeiten; dies wiirde die akustische Verstindigung erschweren oder unmoglich ma-
chen.

Schallwellen gibt es nicht nur in Gasen und Fliissigkeiten (auf die sich die
hydrodynamischen Grundgleichungen beziehen), sondern auch in Festkorpern.
Hierfiir ergeben sich dieselben Losungen; denn der fiir Fliissigkeiten spezifische
Term (v - V) v in der Eulergleichung ist quadratisch in Av und fillt in der linearen

Cs =

IElektromagnetische Wellen im Vakuum haben ebenfalls eine lineare Dispersionsrelation, » =
c|k|; dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Dagegen kommt es bei elektromagnetischen Wellenpake-
ten in Materie oder bei einem quantenmechanischen Wellenpaket zu dispersiven Effekten, siche das
Kapitel Wellengleichungen im Teil VI in [2] und Kapitel 9 in [3].
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Néherung weg. Im Ergebnis (32.52) ist dann aber die Kompressibilitidt des Fest-
korpers einzusetzen.

Im Gegensatz zu Fliissigkeiten gibt es in Festkorpern auch Riickstellkréfte
gegeniiber Scherauslenkungen. Dadurch sind transversale Dichtewellen moglich;
auch sie werden als Schallwellen bezeichnet. Im iibertragenen Sinn bezeichnet
man alle Wellen, die sich aus einer linearen Nidherung mit einem Ansatz der Form
(32.44) ergeben, als Schallwellen. Als Beispiel sei der zweite Schall in fliissigem
Helium erwéhnt (Kapitel 38 von [4]).

Abschlielend schitzen wir noch die Schallgeschwindigkeit (32.52) fiir Luft un-
ter Normalbedingungen ab:

_ L e [ Poaay fakl [TV @ om
Voo ks cy 00 cy m 5 40 30GeV
(32.53)
Im idealen Gasgesetz (32.18) wurde o9 = m N/ V verwendet; dabei ist m die Masse
eines Molekiils. Die mittlere kinetische Energie der Luftmolekiile ist m 2 =3 kgT;

Cs

damit ist ¢ bis auf numerische Faktoren gleich v2. Fiir die numerische Abschiit-
zung wurde kg T = eV /40 (Zimmertemperatur), m = 30 GeV /c? (fiir N2- oder O, -
Molekiile) und cp/cy = 7/5 (drei Freiheitsgrade der Translation und zwei der Ro-
tation (Vibrationen sind bei Zimmertemperatur nicht angeregt), und cp = cy + kg)
eingesetzt. Unter Normalbedingungen misst man in Luft eine Schallgeschwindig-
keit von 331 m/s. Fiir Fliissigkeiten und Festkorper ist oo ks etwa zwei Groflenord-
nung kleiner; dies fiihrt zum Beispiel fiir Eisen zu c¢s &~ 5000 m/s.

Die hier betrachteten Wellenlosungen (32.44) sind ebene Wellen; Ao, AP
und Awv sind proportional zu exp(ik - r), und dieser Faktor hat in den Ebenen
k-r = kyx + kyy + k;z = const. einen konstanten Wert. Von einer punkt-
formigen Quelle gehen dagegen Kugelwellen der Form exp[i(kr — wt)]/r aus. Ihr
Amplitudenquadrat (Intensitit der Schallwelle) fillt wie 1/r2 ab. Reale Wellen sind
gediampft, das heiflit sie fallen schneller ab. Um diese Ddmpfung zu beschreiben,
miissten wir in (32.20) die Viskositit der Fliissigkeit durch einen zusitzlichen Term
beriicksichtigen.
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Aufgaben

32.1 Verallgemeinerung der Bernoulli-Gleichung

Wiederholen Sie die Ableitung der Bernoulli-Gleichung (32.37) fiir den Fall, dass
eine duBere Kraftdichte f = —gradu(r) auf die Flussigkeit wirkt.

32.2 Lagrangedichte fiir inkompressible Fliissigkeit

Die Lagrangedichte einer inkompressiblen Fliissigkeit ist durch

L(®, grad @) = % 2 = % (grad @)’ (32.54)

gegeben. Bestimmen Sie aus dem Hamiltonschen Prinzip die Feldgleichung.



33 Feldtheorien

Wir haben in den Kapiteln 30— 32 einige einfache Feldgleichungen kennengelernt.
Feldgleichungen spielen in der Physik eine wichtige Rolle; dazu gehoren unter an-
deren die Maxwellgleichungen, die Schrodingergleichung und die Feldgleichungen
der Gravitation. In diesem Kapitel gehen wir von einer allgemeinen Form der La-
grangedichte aus, stellen die zugehdrigen Feldgleichungen auf und formulieren das
Noethertheorem. Diese Diskussion geht iiber den Rahmen einer Einfithrung in die
Mechanik hinaus. Sie setzt Kenntnisse tiber die spezielle Relativitétstheorie und
iiber die jeweilige Feldtheorie voraus. Dieses Kapitel sollte daher bei einem ers-
ten Studium der Mechanik iibersprungen werden. Die hier gegebenen Ergénzungen
weisen aber auf die grundlegende Bedeutung der in der Mechanik eingefiihrten Be-
griffe und Strukturen (Lagrangefunktion, Variationsprinzip, Noethertheorem) hin.
Wenn diese Strukturen dem Leser spéter in relativ komplexen Theorien begegnen,
kann eine Riickbesinnung auf einfache Anwendungen, eben die in der Mechanik,
niitzlich sein.

Lagrangedichte

Felder hiangen vom Ort und von der Zeit ab. Es ist praktisch, diese Abhingigkeit in
der indizierten Grofe x* zusammenzufassen:

x*) = % x', x%, x%) = (et x, v, 2) (33.1)

Die griechischen Indizes laufen immer von 0 bis 3. In nichtrelativistischen Anwen-
dungen ist die Konstante ¢ ohne Bedeutung, in relativistischen ist ¢ die Lichtge-
schwindigkeit. In Teil IX wird x* als 4- oder Lorentzvektor klassifiziert und durch
(xg) = (ct, —x, —y, —z) erginzt. Uber gleiche oben- und untenstehende Indizes
wird summiert, ohne dass die Summe angeschrieben wird.

Die betrachteten Felder mogen n Komponenten haben:

up = uy(xq) = u,(xg, X1, X2, X3) (r=1,...,n) (33.2)

Das Argument x,, steht hier fiir die Gesamtheit der Variablen xg, x1, x> und x3. Die
Ableitungen der Felder kiirzen wir durch einen senkrechten Strich im Index ab:

_ Ouy
Uy = oy (33.3)

283
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Wir beschrinken uns auf Lagrangedichten £, die von den Feldern, ihren ersten Ab-
leitungen und von den Koordinaten abhéngen:

L=L>r, urja, Xp) (33.4)

Hier steht u, fiir (uy,..., u,) und u, fiir (uyo,.., 13, #2)0,.., Un3). Die Lagrange-
funktion ist

L= /d3x Ly, Urjer Xp) (33.5)

Das Hamiltonsche Prinzip lautet
1 4
SldtL=-65|dxL=0 (33.6)
¢

Dabei ist d*x = cdt dx dy dz = cdt d>x. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen
die Feldgleichungen

0o dL oL
— =0 (r=1,...,n) (33.7)
ox® Juye  Ouy

Gemil der Summenkonvention wird hier iiber & summiert.

Von direktem physikalischen Interesse sind die Felder und die Feldgleichungen,
nicht aber die Lagrangedichte. Die Lagrangedichte ist aber meist ein besonders ein-
facher Ausdruck (etwa eine skalare Grofle); an ihr werden Symmetrien besonders
deutlich. Wenn man neue Theorien oder Modifikationen bestehender Theorien un-
tersuchen will, ist die Lagrangedichte der geeignete Ausgangspunkt.

Beispiele

Ein erstes Beispiel fiir eine solche Feldtheorie ist die Saitenschwingung mit der
Lagrangedichte (30.18),

Lu, i, u,x, 1) = % i — g W24 ufx, 1) (33.8)
Hier ist die Zahl der Felder n = 1, und (x*) = (¢, x) hat nur zwei Komponenten;
die Konstante c spielt keine Rolle. Uber f(x, t) hingt die Lagrangedichte explizit
von x und ¢ ab.

Die Balkenbiegung (Kapitel 31) fillt aus dem hier betrachteten Rahmen heraus,
weil dabei hohere Ableitungen in £ vorkommen. Die Hydrodynamik (Kapitel 32)
kann mit einem Lagrangeformalismus behandelt werden; fiir einen einfachen Fall
sei auf Aufgabe 32.2 verwiesen. Der allgemeine Fall ist wegen der Nichtlinearitit
der Hydrodynamik aber komplizierter.

Als zweites Beispiel fithren wir die Schrodingergleichung der nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik an. Die Wellenfunktion ¥ (x) = (r, t) ist komplex und
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besteht daher aus zwei unabhingigen Feldern, dem Real- und Imaginirteil. Aquiva-
lent dazu kann man | = ¥ und up = * als unabhéngige Felder behandeln. Aus
der Lagrangedichte

. > .
Ly, b, U, Vi, VY™, r, 1) = ~5m VYV — V(e ) Yy +ihy*

(33.9)
folgt gemif (33.7) fiir » = 2 die Schrodingergleichung
I (r,t h?
ih Wir.n =——AYr. )+ V@, )y, 1) (33.10)
at 2m

Der Term mit Ay folgt aus (3/0x%) 0L/0urze = (3/9x") 8£/81/r|’§; die anderen
beiden Terme ergeben sich aus dL/dup, = dL/3y™*. Fir r = 1 erhalten wir die
konjugiert komplexe Gleichung; die Zeitableitung in (33.10) ergibt sich dabei aus
(8/8x0) dL/duyo = (9/0t) auav). Der letzte Term in (33.9) konnte auch durch
—ifyr* 1 ersetzt werden. Uber das Potenzial V (r, 1) hiingt £ explizit von r und ¢
ab.

Als drittes Beispiel fiihren wir das elektromagnetische Feld an; die Kenntnis der
kovarianten Formulierung der Maxwellgleichungen wird vorausgesetzt. Die grund-
legenden Felder u, sind die vier Felder des 4-Potenzials A, (x), die physikalischen
Felder sind Fyg = Agjq — Ag|g. Die Lagrangedichte des elektromagnetischen Felds
lautet

__ 1 pes s

[,(Aﬁ,Ama,xy) ——m F* Faﬁ_; ] (xy) Aﬂ (33.11)

Dabei ist (j*) = (co, j) durch die Ladungsdichte ¢ und die Stromdichte j gege-
ben, und F* = pov o Fys in der Notation von Kapitel 37. Uber j(x,) hiingt £
explizit von den Koordinaten ab. Gemaf (33.7) folgen aus diesem £ die Maxwell-
gleichungen

IFP A g

axe ¢

In allen drei Beispielen ist £ maximal quadratisch in den Feldern und ihren ersten
Ableitungen. Die resultierenden Feldgleichungen sind dann linear.

(33.12)

Noethertheorem

Wir geben die Verallgemeinerung des Noethertheorems fiir die Feldtheorie an. Die
Ableitung ist parallel zu Kapitel 15 und wird hier nur in knapper Form dargestellt.
An die Stelle der Transformation (15.7) tritt

up —> ur=u,+ev,
(33.13)

Xy —> X} =Xxg+€Xqy

Da in diesem Kapitel auch konjugiert komplexe GroBen (wie y*) auftreten, werden
die transformierten Grofen (wie u) mit einem etwas anderen Stern (x statt %) ge-
kennzeichnet. Die Grofien ¥, und X, konnen von denselben Argumenten wie die
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Lagrangedichte abhéngen. Die Symmetrie des Systems, also die Invarianz unter der
Transformation (33.13), wird durch die Bedingung

d*x*

d*x

d * * *
- [[:(Mr, ur‘a, Xﬂ)

] =0 (Invarianzbedingung) (33.14)
de e=0

ausgedriickt. Analog zu Kapitel 15 folgt hieraus

90, J* =0 (33.15)
wobei
o " AL 5 w
Jx) = Z P (u,.“g X’ — II’r) —LX (33.16)
Ur|a

r=1
Gleichung (33.15) ist ein differenzieller Erhaltungssatz fiir die verallgemeinerte
Stromdichte J¢. Die zugehorige Erhaltungsgrofe Q erhilt man, wenn man (33.15)
in der Form ¢=19J°/9¢ + div J = 0 schreibt und iiber ein festes Volumen V inte-
griert:

1d
——/d3xJ0=—[d3xdivJ=—/ dA-J =0 (33.17)
c atJy 1% A(V)

Dabei haben wir mit dem GaufBschen Satz das Volumenintegral in ein Oberfldchen-
integral verwandelt. Wir betrachten speziell ein abgeschlossenes System und wih-
len V so groB, dass der Integrand an der Oberfliche F (V) gleich null ist. Dann
verschwindet das Oberflachenintegral, und aus (33.17) folgt die Erhaltungsgrofie

0= / d’x J° = const. (33.18)
Wir wenden dies auf zwei Beispiele an.

Energieerhaltung bei der Saitenschwingung
Wir betrachten die kriftefreie Saite mit der Lagrangedichte

P
LG u) = g W2 — 5 u'? (33.19)

In diesem nichtrelativistischen, eindimensionalen Problem setzen wir x° = ¢ und
x! = x; dann wird d*x — dt dx. Der Index r fillt weg, da es nur ein Feld gibt.
Fiir die Zeittranslation

I —> t"=t+e€ (33.20)
sind die in (33.13) eingefiihrten GréBen

v =0, x'=1, x'=0 (33.21)
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Das Problem ist invariant gegeniiber Zeittranslation, weil £ nicht explizit von der
Zeit abhingt. Formal folgt die Invarianzbedingung (33.14) aus

dx* dt*

L@ u™) =L, u), =1, — =1 33.22
@, u”) (i, u) T P ( )
Nach (33.16) berechnen wir
oL oL 0 P
= Zaxrux'—w) X' = Za—-L =2+ = (3323
- (aX”+u )—L P 5 i + 5 u ( )

Dies ist die Summe aus kinetischer und potenzieller Energiedichte. Damit ist /O die
Energiedichte der Saite. Gleichung (33.18) driickt die Energieerhaltung aus:

1
/ dx J° = E = const. (33.24)
0

Wegen der Einspannung der Saite verschwinden die Randterme bei der partiellen
Integration in (33.17).

Eichtransformation des Schriodingerfelds

In der Lagrangedichte (33.9) des Schrodingerfelds werden die Felder u; = ¢ und
up = y* als voneinander unabhéngig behandelt. Wir setzen wieder ¢ = 1.
Wir betrachten folgende Transformation, die auch Eichtransformation genannt
wird,
up=v — uj =y exp(ie) =y +iey

uy =vy* — uy=y"exp(—ie) =y* —iey*

In u, kennzeichnet der Stern das transformierte Feld, in v das komplexkonjugierte
Feld. Fiir diese Transformation sind die in (33.13) eingefiihrten Gro3en

(33.25)

U=y, W =—iy*, X%=0 (33.26)

Fir v — ¢ exp(i€) und ¥* — ™ exp(—ie) sieht man sofort, dass (33.9) invari-
ant ist. Wir berechnen J¢ aus (33.16),

0 oL L .
Ty v Y= = 3327
J aw( Wl)‘f’aw*( W) = hy*y = ho (33.27)
b L AL R .
Jh o= aW( ‘1/1)+81/f|,;(( V)= (Wi (=) + Y (iY )

2mi axk 7 axk
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Dabei ist ¢ die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das durch i beschriebene Teilchen
und j die zugehorige Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Aus der Symmetrie gegen-
tiber der Eichtransformation (33.25) folgt nun (33.15), also die Kontinuititsglei-
chung

o+divj=0 (33.29)

und damit nach (33.18) die Erhaltung der Norm

/d3x Yyt = /d%c ||> = const. (33.30)

Fiir ein Teilchen mit der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld ist in £ die
Ersetzung

—iAVYy — (-ih V- %A) " (33.31)

vorzunehmen; zur Begriindung sei auf Aufgabe 27.2 verwiesen. In diesem Fall be-
trachten wir die Transformation (33.25) mit einer Funktion €(x) = € f(x). Dann
gilt die Invarianz, falls A zu A 4 (fic/q) Ve (x) mittransformiert wird. Daraus folgt
wiederum die Kontinuititsgleichung.



IX Relativistische Mechanik

34 Relativititsprinzip

Die bisher behandelte Newtonsche Mechanik gilt nur fiir Geschwindigkeiten, die
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind. Im Teil IX stellen wir die relativisti-
sche Mechanik (auch Einsteinsche Mechanik genannt) vor; sie enthilt die Newton-
sche Mechanik als Grenzfall fiir kleine Geschwindigkeiten. Die Grundlagen der
relativistischen Mechanik sind zugleich die der Speziellen Relativitétstheorie von
Einstein, die alle Gebiete der Physik betrifft. Diese Grundlagen werden in Kapitel
34— 37 behandelt, die Mechanik im engeren Sinn dann in Kapitel 38 —40.

In diesem Kapitel ersetzen wir das Relativititsprinzip von Galilei durch das von
Einstein, und damit die Galileitransformationen durch die Lorentztransformationen.

Newtons Axiome sind nur in Inertialsystemen (IS) giiltig, also in Systemen, die
sich relativ zum Fixsternhimmel mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Dadurch
sind die IS als Bezugssysteme ausgezeichnet und bevorzugt. Unter den Inertialsys-
temen selbst gibt es kein ausgezeichnetes System. Dies wird durch das Relativitdits-
prinzip von Galilei ausgedriickt:

1. Alle Inertialsysteme sind gleichwertig.
2. Newtons Axiome gelten in allen Inertialsystemen.

Unter Gleichwertigkeit versteht man, dass alle grundlegenden physikalischen Ge-
setze in allen IS die gleiche Form haben. Stellvertretend fiir die grundlegenden Ge-
setze haben wir hier die Newtonschen Axiome genommen. Aus Punkt 1 und 2 folgt
— wie in Kapitel 5 vorgefiihrt — die Galileitransformation fiir den Ubergang zwi-
schen verschiedenen IS. Natiirlich ist Punkt 2 keine Formulierung von Galilei; denn
der lebte vor Newton. Im Folgenden werden wir an Punkt 1 festhalten, den Punkt 2
aber modifizieren.

Experimente mit Licht und mit schnellen Teilchen stehen im Widerspruch zu
Konsequenzen der Galileitransformationen. Unter Aufrechterhaltung von Punkt
1 des Relativitétsprinzips modifiziert die Spezielle Relativititstheorie (SRT) die
Transformation zwischen verschiedenen IS so, dass sie die experimentellen Befun-
de richtig beschreibt. Damit werden die Galileitransformationen durch die Lorentz-
transformationen ersetzt.

289
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IS s, . . .
4y y Abbildung 34.1 Ein bestimmtes Er-

eignis (x) habe die Koordinaten x, ¢

* Ereignis (x, 1) im Inertialsystem IS. Welche Koordi-

v oder (x', 1) naten x’, " hat dasselbe Ereignis dann

in IS’, das sich relativ zu IS mit v be-

wegt? Die Galileitransformation zwi-

> schen (x’,¢") und (x,t) wird in der

; > X SRT durch die Lorentztransformation
vt X ersetzt.

Die Auszeichnung und Gleichwertigkeit der IS bleibt in der hier zu diskutieren-
den Speziellen Relativititstheorie erhalten. Zwar verlieren die Begriffe Raum und
Zeit teilweise ihre absolute Bedeutung (Kapitel 35); es bleibt aber bei einer abso-
luten Raum-Zeit-Struktur, die bestimmte Bezugssysteme, eben die IS, auszeichnet.
Diese Auszeichnung beruht offenbar darauf, dass die IS gegeniiber dem Fixstern-
himmel nicht beschleunigt sind; dazu sei an das einfache Experiment in der Einfiih-
rung zu Kapitel 5 erinnert.

Zunichst erldutern wir, an welcher Stelle ein Widerspruch zwischen der Galilei-
transformation und experimentellen Befunden besteht. In jedem IS seien kartesische
Koordinaten x, y, z und eine Zeitkoordinate ¢ definiert. Durch die Angabe von vier
Werten fiir diese Koordinaten wird ein Ereignis (Kapitel 5) definiert,

Ereignis: (x, y, z, 1) (34.1)

Insbesondere ist eine Bahnkurve eine Folge von Ereignissen. Dasselbe Ereignis hat
in zwei verschiedenen Inertialsystemen, IS und IS’, verschiedene Koordinatenwerte.
Die zu diskutierende Transformation (Galilei oder Lorentz) verkniipft diese Koor-
dinatenwerte.

Wir gehen von der speziellen Galileitransformation (5.10) aus,

x' =x—vt, Y=y, 7=z, =t (34.2)

Dies ist eine Transformation zwischen zwei Inertialsystemen mit parallelen Achsen
und der Relativgeschwindigkeit v = v e,, Abbildung 34.1. Der Ursprung von IS’
fillt bei # = ¢ = 0 mit dem von IS zusammen.

Ein Photon werde zur Zeit t = t' = 0 vom Ursprung von IS und IS’ in x-
Richtung ausgesandt. Als Folge von Ereignissen (x, t) beziehungsweise (x’, ') be-
trachten wir die Position des Photons (oder der Wellenfront einer elektromagne-
tischen Welle). Das Licht bewege sich in IS’ mit der Geschwindigkeit ¢. Hierauf
wenden wir eine Galileitransformation an:

4 ’ ’
o _ X =x vl L=t D etv (34.3)

W Galileitransformation dt

In IS hat das Licht dann die Geschwindigkeit ¢ + v. Bewegt sich das Photon umge-
kehrt in IS mit ¢, so ergibt die Galileitransformation ¢ — v als Lichtgeschwindigkeit
inIS'.
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Uberraschenderweise stellt man jedoch experimentell fest (Michelsonversuch),
dass Licht sich in IS und IS’ mit der gleichen Geschwindigkeit

c=2998.10° D a3. 108 2 (34.4)
S S

fortpflanzt. Diese Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist unvereinbar mit der ,,natiir-
lichen® Vorstellung von Raum und Zeit, die hinter (34.2) steht. Offensichtlich gilt
insbesondere die aus (34.2) folgende Addition von Geschwindigkeiten nicht gene-
rell.

Wir ersetzen daher das Relativitétsprinzip von Galilei durch das Relativitdts-
prinzip von Einstein:

1. Alle IS sind gleichwertig.
2'. Licht pflanzt sich in jedem Inertialsystem mit der Geschwindigkeit ¢ fort.

Wir werden (34.2) so modifizieren, dass der zweite Punkt erfiillt ist. Da die betrach-
tete Transformation die Koordinaten beliebiger Ereignisse betrifft, gilt der zweite
Punkt dann fiir alle Objekte (oder Folgen von Ereignissen), die sich mit Lichtge-
schwindigkeit bewegen. Es handelt sich daher nicht um eine spezielle Eigenschaft
des Lichts, sondern um eine Revision der (34.2) zugrunde liegenden Raum-Zeit-
Vorstellungen.

Die Newtonsche Mechanik und (34.2) sind experimentell gut bestitigt fiir Ge-
schwindigkeiten v < c; die zu findende Lorentztransformation wird daher die
Galileitransformation als Grenzfall enthalten. Entscheidende Anderungen miissen
sich aber fiir v — ¢ ergeben.

In den Maxwellgleichungen kommt die Lichtgeschwindigkeit ¢ als Konstan-
te vor; diese Gleichungen ergeben daher immer die Geschwindigkeit ¢ fiir eine
elektromagnetische Wellenfront. Nach dem Relativitétsprinzip von Galilei sind die
Maxwellgleichungen damit nichtrelativistisch; dieser Meinung war auch Maxwell
selbst (siehe letzter Abschnitt in Kapitel 5). Das Michelsonexperiment legt nun na-
he, die Maxwellgleichungen als relativistisch, also in allen IS giiltig zu betrachten;
dies ist tatsichlich der Fall. Man kann daher den Ubergang von Galileis zu Einsteins
Relativitdtsprinzip auch so darstellen:

1. Relativititsprinzip (RP): Alle IS sind gleichwertig.
2. Galileis RP: Newtons Axiome sind relativistisch.
2'. Einsteins RP: Maxwells Gleichungen sind relativistisch.
Aus 1 und 2 folgen die Galileitransformationen, aus 1 und 2" die Lorentztrans-

formationen. Wir gehen im Folgenden von Einsteins Relativitétsprinzip aus. Dies
impliziert, dass Newtons Axiome abgeidndert werden miissen (Kapitel 38).
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Abstand von Ereignissen

Wir bestimmen die Transformationen, die Einsteins Relativititsprinzip geniigen,
also die Lorentztransformationen. Wir betrachten zwei Ereignisse, (f1, x1, y1, 21)
und (12, x2, y2, 22). Durch

sh = —1)? = (- x> = —y1)? — (za — 21)? (34.5)

definieren wir das Quadrat s122 des Abstands zwischen den Ereignissen. Die Gro-
Be s122 kann negativ sein; etwa fiir zwei Ereignisse, die gleichzeitig an verschiede-
nen Orten stattfinden. Die Bezeichnung als ,,Quadrat des (vierdimensionalen) Ab-
stands® erfolgt in Anlehnung an die entsprechende Grofe (34.9) in einem kartesi-
schen KS. Den Abstand s, selbst verwenden wir nur, falls slz2 > 0.

Die beiden in (34.5) betrachteten Ereignisse haben in einem anderen IS’ die
Koordinaten ({, x{, y}, z}) und (z3, x5, 5, z5). Ihr Abstand in IS’ ist dann

513 = At — 1) — (= xD? = b — ¥ = (25— 2D)? (34.6)

Ein spezielles Ereignis 1 bestehe nun in der Emission eines Photons, das Ereignis
2 in dessen Absorption an einer anderen Stelle. Da sich das Photon in jedem IS mit
der Geschwindigkeit ¢ bewegt, gilt

sih=s55=0 (34.7)

Experimentell stellt man fest, dass
513 =sph (34.8)

auch fiir s 122 /=0 gilt. Dazu betrachtet man zum Beispiel ein gleichférmig bewegtes
Teilchen. Fiir dieses Teilchen ist das Abstandsquadrat zwischen zwei Bahnpunkten
gleich s122 = (¢* — v?)(t» — 11)?. Durch die Messung der Geschwindigkeit des Teil-
chens in zwei verschiedenen Inertialsystemen kann man dann (34.8) verifizieren.
Als Bedingung fiir die aufzustellende Transformation gehen wir von (34.8) aus.
Wir suchen nach den Transformationen, die die Grof3e (34.5) invariant lassen.
Dazu erinnern wir an die orthogonalen Transformationen, die den Ubergang zwi-
schen kartesischen Koordinatensystemen beschreiben, die relativ zueinander ge-
dreht sind. Die Bedingung fiir diese Transformationen ist die Invarianz des drei-

dimensionalen Abstands, also
15 = (a—x)*+ O —y)*+ (2 —21)? (349)
= (h—xD)*+ -y + @ —D? = 113

Die Losung ist bekannt: Fiir eine Drehung muss die Transformation linear sein
(x’ = a x). Die Bedingung (34.9) ergibt dann oo = 1. Dies legt o bis auf drei
Drehwinkel fest. Die Bestimmung der gesuchten Lorentztransformation erfolgt in
sehr dhnlicher Weise.
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Lorentztransformation

Zur Vereinfachung der Schreibweise nummerieren wir die Raum-Zeit-Koordinaten
x% von 0 bis 3:
@ = (% x" 223 = (et, x, v, 2) (34.10)

Ob die Indizes oben oder unten an der indizierten Grof3e angebracht werden, ist an
sich eine willkiirliche Festsetzung. In Kapitel 36 werden wir aber die unten indi-
zierten Groflen x, etwas anders definieren. Griechische Indizes sollen immer von O
bis 3 laufen. Wir definieren noch die zweifach indizierte GroBe 1qp durch

0

]

(34.11)

0
0
n= (naﬂ) = 0
1

[ e e

1
0 -1
0 0

Damit schreiben wir den Abstand ds zwischen zwei infinitesimal benachbarten Er-
eignissen als

3 3
ds? = 2dt*—dx*—dy*—dz* = Z 3" ap dx® dxP = nop dx®dxP  (34.12)
a=0 =0

Die GroBe ds heif3it (vierdimensionales) Wegelement. Im letzten Schritt haben wir
die Summenkonvention eingefiihrt: Uber zwei gleiche Indizes, von denen der eine
oben und der andere unten steht, wird summiert. Im Folgenden schreiben wir das
Summenzeichen nicht mehr an.

Die Bedingung (34.8) muss fiir beliebige Abstinde erfiillt sein, also auch fiir ds,

ds®> =ds'? (34.13)

Hieraus folgt unmittelbar die Unabhéngigkeit der Lichtgeschwindigkeit vom Iner-
tialsystem:

dx’ 2002 g2 252 4.2 d
—XZC codt dx'* =c*dt” — dx _x:C (34.14)

dt’ Lorentztransformation dt

Wir stellen nun die Transformation auf, die die Bedingung (34.13) erfiillt. Diese
Transformation stellt die Beziehung zwischen den Koordinaten x* und x'% dessel-
ben Ereignisses in IS und IS her. Wir setzen sie als lineare Transformation an:

X% = A‘I; P+ (Lorentztransformation) (34.15)

Die GroBien A% und b hingen von der Relation zwischen IS und IS’ ab, nicht aber
von den Koordinaten. Die Beschriankung auf eine lineare Transformation folgt aus
der Homogenitit von Raum und Zeit: Bei einer nichtlinearen Transformation wiir-
den die Koeffizienten A‘é (x) von den Koordinaten x = (xo, xbx2 x3) abhéngen.
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Dann wire die Transformation hier anders als dort und heute anders als morgen.
Dies widerspriche aber der Homogenitiit von Raum und Zeit.
Man kann (34.15) auch in der Form

0 0 0 0 0 0
X0 A) AY A AT [« b
UL Ab Al oAb A) x! N b! (34.16)
2T A2 A A3 Al || AP b? '
x'? AY A A AL b

schreiben. Mit dem Spaltenvektor x = (x#) und der Matrix A = (A%) wird dies
kurz zu x’ = Ax + b; dabei ist der obere Index von A% der Zeilenindex, der untere
der Spaltenindex.

Da A und b nicht von den Koordinaten abhingen, gilt

dx'"P = AP ax*® (34.17)
Hiermit werten wir die Invarianz ds” = ds’? aus,
ds'? = nep dx'* dx'"P = nyp A A(gﬂ dx?dx® = ds? = nysdx¥dx®  (34.18)
Da die Invarianz fiir beliebige dx gelten soll, folgt
A% AL nop =nys oder ATnA=n (34.19)

Dies entspricht der Bedingung oTee = 1 bei orthogonalen Transformationen.

Spezielle Lorentztransformation

Fiir Drehungen und rdumliche oder zeitliche Verschiebungen ergeben sich keine
Unterschiede zwischen Galilei- und Lorentztransformationen. Das Relativititsprin-
zip von Galilei und das von Einstein implizieren gleichermafen die Isotropie und
Homogenitiat des Raums und die Homogenitidt der Zeit, also zum Beispiel die
Gleichwertigkeit von Inertialsystemen mit verschieden orientierten Achsen. Wir be-
schrinken uns daher im Folgenden auf die Relativbewegung zwischen zwei IS. Alle
hierfiir relevanten Ergebnisse lassen sich im Rahmen der speziellen Anordnung von
Abbildung 34.1 finden. Fiir diesen Fall bestimmen wir die Lorentztransformation.

Zur Zeit t = 0 sollen sich die Systeme IS und IS’ in Abbildung 34.1 decken;
zu diesem Zeitpunkt werde die Uhr in IS ebenfalls auf null gestellt (' = 0). Das
Ereignis, das durch die Koinzidenz der Urspriinge von IS und IS’ gegeben ist, hat
dann die Koordinaten (¢, x, y,z) = (0,0,0,0) und (c?’, x', y',z) = (0,0, 0, 0).
Wir setzen diese Koordinaten in (34.15) ein und erhalten

b =0 (34.20)



Kapitel 34 Relativitiitsprinzip 295

In IS kann an jeder Stelle x eine zur y-Achse (oder z-Achse) parallele Achse ange-
bracht werden. Damit kann immer eine dieser parallelen Achsen mit der momenta-
nen y’-Achse zur Deckung gebracht werden, so dass

Y=y, =z (34.21)

gilt. Gesucht ist dann nur noch die Transformation zwischen x, 7 und x, #’. Sie kann
nicht von den y- oder z-Koordinaten abhéngen, da die Anordnung beziiglich dieser
Richtungen homogen ist. Das A der speziellen Lorentztransformation (LT) ist daher
von der Form

Ay A 00
Al Al 000
A= (AP) = U 34.22
(“)={"9 o 1o (34.22)
0 0 01

Dieses A muss (34.19) erfiillen. AuBerdem muss der Ursprung von IS, x’ = 0,
in IS die x-Koordinate x = vt haben. Die Position des Ursprungs von IS’ kann
als Folge von Ereignissen aufgefasst werden. Die Koordinaten dieser Ereignisse
miissen durch die gesuchte LT verkniipft werden:

roor1 LT 0

(x’0=ct,x =0) —> (x =ct, x]=vt) (34.23)

Die Koordinaten x> = x’3 = 0 und x> = x> = 0 wurden nicht mit angeschrieben.

Wir werten zunichst die Bedingung (34.19) aus. Dazu schreiben wir ATy A = 7
fiir (34.22) im relevanten Unterraum an:

0 1 0 0
Ay A\ (1 0N Ay AV _ (1 0 (34.24)
AV A 0 —1 A) Al 0 —1

Ausmultipliziert sind dies vier Bedingungen, von denen aber zwei gleich sind. Da-
mit erhalten wir drei Bedingungen:

(AP (AD =1, —(AP+(AP =1, AJAY-aba} =0 (429

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir A} = — sinhv und A(l) =
—sinh ¢ setzen. Aus der ersten Bedingung folgt dann Ag = s coshy, aus der
zweiten Ai = = cosh¢. Die Transformation soll den Grenzfall der identischen
Transformation enthalten; daher lassen wir jeweils nur das Pluszeichen zu. Aus der
dritten Bedingung in (34.25) folgt ¢ = . Damit erhalten wir

AY) A9 hy —sinh
(A? } ) - ( coshy —sin "”) (34.26)
0o A —sinhy  coshy

Man vergleiche dies mit der bekannten Form einer speziellen orthogonalen Trans-
formation (2.11); die Vorzeichen in der quadratischen Form von ds? fiihren zu
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Abbildung 34.2 Zusammenhang
! zwischen der Geschwindigkeit v
1 v und der Rapiditit .

den Hyperbelfunktionen anstelle von trigonometrischen Funktionen. Die Bedin-
gung (34.23) ergibt

XM=0=A)ct+Alx" = (A)e+ A v)t (34.27)

Hieraus folgt A(l)/A0 = —tanhy» = —v/c oder

¥ —artanh ©  Rapiditiit (34.28)
C

Die GroBe v heiit Rapiditdit. Der Zusammenhang zwischen der Rapiditédt ¢ und
der Geschwindigkeit v ist in Abbildung 34.2 dargestellt. Manche Beziehungen der
SRT haben eine besonders einfache Form, wenn man die Rapiditit anstelle der Ge-
schwindigkeit verwendet.

Fiir beliebiges ¢ gilt

v < ¢ fiir die Relativgeschwindigkeit v zwischen IS und IS’ (34.29)

Diese Einschrinkung folgt aus Einsteins Relativititsprinzip. Es gibt damit kein IS/,
das sich relativ zu einem anderen mit Lichtgeschwindigkeit (oder schneller) bewegt.
Die praktische Unmdoglichkeit eines solchen Bezugssystems (etwa eines Raketen-
labors) folgt aus den Bewegungsgleichungen (Kapitel 38). Durch die Beschrinkung
v < c erfahrt der Begriff des IS eine Modifikation. Wir haben IS als Bezugssysteme
eingefiihrt, die sich gegeniiber dem Fixsternhimmel mit konstanter Geschwindig-
keit bewegen. Im Relativitétsprinzip von Galilei sind unter ,,alle IS* daher auch
solche mit v > ¢ zugelassen; dies ist allerdings ohne praktische Bedeutung. Im Re-
lativitdtsprinzip von Einstein bleibt es bei der Formulierung ,,alle IS, aber es gibt
eben keine, die sich mit v > ¢ gegeniiber dem Fixsternhimmel bewegen.
Die gesuchte spezielle LT ist nun

t hy  —sinh 1 .
¢ ) = C‘?S 14 sinh ¢ ¢ Lorentz- (34.30)
X —sinhy  coshy X transformation
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mit iy = artanh (v/c). Wir fithren noch die Gré8e y (die nichts mit dem gelegentlich
verwendeten Index y zu tun hat) ein,

1

v V1 —v%/c?

Dann ist sinhyy = y v/c. Die spezielle LT kann damit in der Form

(D-(lo ) e
X —yv/c y by

geschrieben werden, oder ausfiihrlicher

— coshy (34.31)

x’:# y’zy, Z/ZZ, ct’:ﬂ (34.33)

JT=v2/2 /T—v2)c?

Fiir v <« ¢ reduziert sich dies auf die spezielle Galileitransformation (34.2). Die
allgemeine LT wird in Kapitel 36 angegeben.
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Aufgaben

34.1 Inverse Lorentztransformation

!
Y Y Die spezielle Lorentztransformation x’ = x'(x, 1)
* Ereignis (x, ) und ¢ = 1'(x,t) zwischen zwei Inertialsystemen
LA oder (x, 1) wird als bekannt vorausgesetzt. Wie lautet die zu-
gehorige Riicktransformation? Driicken Sie das Er-
. > gebnis alternativ durch die Geschwindigkeit v oder
vt PO die Rapiditit ¥ aus.

34.2 Matrixschreibweise fiir Wegelement

Schreiben Sie die Lorentztransformation
dx'* = A dx?

in Matrixschreibweise an. Werten Sie in dieser Schreibweise die Bedingung ds”> =
ds'? fiir das Minkowski-Wegelement aus.



35 Lingen- und Zeitmessung

Die Messung einer Geschwindigkeit ist eine kombinierte Lingen- und Zeitmessung.
Die Unabhingigkeit der Lichtgeschwindigkeit vom Inertialsystem des Experimen-
tators hat daher Konsequenzen tiir die Messung dieser GroBen. Wir diskutieren ins-
besondere die Lidngenkontraktion, die Zeitdilatation und den Begriff der Gleichzei-
tigkeit.

Der Ubergang von der Galilei- zur Lorentztransformation wurde durch experimen-
telle Befunde erzwungen. Die Durchfiihrung eines Experiments kann die Frage
,,Was ergibt eine Zeit- oder Lingenmessung* beantworten; nur in diesem einge-
schrinkten und wohldefinierten Sinn behandeln wir die Fragen ,,Was ist Zeit* und
,.Was ist Lange*. Diese Einschrinkung ist an sich nichts Neues; physikalische Gro-
Ben werden ja ganz allgemein durch Messvorschriften definiert. Angesichts von auf
den ersten Blick paradox erscheinenden Konsequenzen der Lorentztransformation
ist die Betonung dieses Punktes aber angebracht. Im iibrigen sind die Konsequen-
zen, ebenso wie die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit selbst, nicht vereinbar mit
,natlirlichen” Raum-Zeit-Vorstellungen. Dies ist deshalb nicht weiter verwunder-
lich, weil diese Vorstellungen — bewusst oder unbewusst — aus Alltagserfahrungen
abstrahiert sind und sich daher auf Geschwindigkeiten v < ¢ beziehen.

Ruhende MaBstibe und Uhren

Wir beginnen mit Messungen, die von Experimentatoren innerhalb eines Inertial-
systems (IS) gemacht werden. Zur Lingendefinition wird ein bestimmter Maf3stab
zum Standardmalfstab erhoben, und seine Linge als 1 Lingeneinheit definiert (his-
torisch etwa das Urmeter in Paris). Durch Anlegen an den Standardmaf3stab wird
eine beliebige Anzahl gleich langer Einheitsmalstibe hergestellt; bei dieser Ei-
chung ruhen die zur Deckung gebrachten Mafstdbe relativ zueinander. Innerhalb
eines IS kann nun ein Koordinatennetz durch ruhende Stébe realisiert werden (Ab-
bildung 35.1). Dazu stelle man sich etwa einen Laborraum oder einen Zug vor, in
dem ein Gitterwerk starrer Stibe das Koordinatennetz bildet. Alle rdumlichen IS-
Koordinaten sind damit als Langen definiert.

Die Bemerkungen in Kapitel 1 zur Definition der Zeit durch geeignete Uhren
gelten weiterhin. Innerhalb eines IS konnen wir an verschiedenen Orten ruhende,
gleichartige Uhren anbringen, die alle dieselbe IS-Zeit zeigen, also synchronisiert
sind. Die Synchronisation der Uhren erfolgt durch den Austausch von Signalen: Als
Standarduhr wihlen wir die Uhr im Ursprung. Dann wird zur Zeit ¢ ein Signal zu

299
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Abbildung 35.1 Das Koordinatennetz
eines Inertialsystems kann durch ru-

®t ®t . hende, geeichte Lingenmalstibe reali-
siert werden. Auflerdem werden ruhen-

de, gleichartige Uhren an beliebige Or-
te gesetzt. Durch Austausch von Signa-
len (durch einen Doppelpfeil angedeu-
tet) konnen sie synchronisiert werden.

] \t > Damit sind die Lingen- und Zeitmes-
N X sungen in IS definiert.

einer anderen Uhr gesandt. Das Signal werde sofort zuriickgesandt und kommt zur
Zeit t + Ar wieder bei der Standarduhr an. Dann kann zu beliebigen Zeitpunkten
t; ein Signal mit der Information ,,Beim Empfang ist es t; + A¢/2* an die zu syn-
chronisierende Uhr gesandt werden. (Dabei setzen wir die Isotropie des Raums und
die Homogenitit der Zeit voraus, sodass das Signal in jeder Richtung und zu jeder
Zeit gleichlang unterwegs ist.) Als Signal eignet sich im Prinzip jede gleichférmige
Bewegung, etwa ein gleichformig bewegter Korper oder Lichtsignal.

Bewegter Malistab

In einem IS wird die Linge eines beliebigen, ruhenden Stabs durch Anlegen an
ebenfalls ruhende geeichte MaBstibe bestimmt. Der Stab kann dann eine Aufschrift
erhalten, die seine so bestimmte Eigenlinge ly angibt. Die GroBe g ist damit unab-
hingig vom IS; sie ist also ein Lorentzskalar.

Wir betrachten die Systeme IS und IS’ (Abbildung 35.2) und einen in IS’ ruhen-
den Stab der Eigenldnge /yp. Wir untersuchen, welche Léinge / Experimentatoren in
IS fiir diesen Stab messen. Wie sich herausstellen wird, ist / .

Der Stab ruhe in IS’ zwischen x| und x}, so dass

xj — x| = lp = Eigenlidnge (35.1)

Um die Linge des Stabs in IS festzustellen, miissen zwei Beobachter im IS zur glei-
chen IS-Zeit ¢ die Position von Stabanfang und -ende auf der x-Achse markieren.
Als Zeitpunkt wihlen wir willkiirlich ¢+ = 0, die Markierungen bezeichnen wir mit
x1 und x;. Die Passage von Stabanfang und -ende entspricht zwei Ereignissen, die
wir mit 1 und 2 bezeichnen:

1: Stabende passiert einen Beobachter in IS bei x; = 0 zur Zeit t; = 0.
2: Stabanfang passiert einen Beobachter in IS bei x, zur Zeit #; = 0.
Die IS- und IS’-Koordinaten der beiden Ereignisse sind:

x1=0,16=0
x{=0,1=0

_ X2, =0
Ereignis 2: (35.2)

Ereignis 1:
/o /
Xy = ly, 15}
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IS IS’
y y

vt

Stab Abbildung 35.2 In IS soll die Linge

77777 77 T eines mit v bewegten Stabs gemessen

xi xé x werden. Dazu markieren Beobachter

die Stellen x; und x,, bei denen sich

o zur IS-Zeit + = 0 das Stabende und
X1 X2 X der Stabanfang befinden.

Fiir die betrachtete spezielle LT (34.32) fallen die Koordinatensysteme zur Zeit
fi = t; = 0 zusammen. Die gestrichenen und ungestrichenen Koordinaten des
Ereignisses 1 erfiillten trivial die LT. Das Ereignis 2 ist dadurch festgelegt, dass
der Stab in IS’ die Linge /o hat (also x5 = lp), und dass die Position des Stab-
anfangs zur IS-Zeit null gesucht wird (also #, = 0). Wir schreiben die spezielle
Lorentztransformation fiir x} an:

M=y o—vn) =l 25 xy=lofy =lo\/1 - v¥/c (35.3)

Fiir die Beobachter in IS ist der Abstand x; —x; gleich der Linge / des Stabs. Damit

gilt
)
[=1y,/1— — Lingenkontraktion (35.4)
c

Die Verkiirzung gegeniiber der Ruhldnge wird als Langenkontraktion bezeichnet.
An diesem Ergebnis kann sich nichts dndern, wenn wir bei festgehaltenem v und
festgehaltener Stabrichtung die Koordinatenachsen von IS und IS’ verdrehen. Daher
gilt (35.4) mit v> = v? auch fiir eine allgemeine LT, solange Stab und v parallel sind.

Wir betrachten die spezielle LT wie in Abbildung 35.2, aber einen gedrehten
Stab mit der Linge /o, in y- und lp) in x-Richtung; es gilt / 2 = lOZJ_ + 102”. Die LT
y' = y besagt dann, dass die Linge senkrecht zu v = v e, sich nicht dndert; fiir
die Linge parallel zu v gilt die obige Ableitung mit dem Ergebnis (35.4). Damit
erhalten wir

/ 2
Iy =loy+/1— Z—z , = (Langenkontraktion) (35.5)

Dieses Ergebnis gilt auch fiir eine allgemeine Lorentztransformation.

Falls der Stab sich mit der zeitabhidngigen Geschwindigkeit v = v(¢) bewegt,
ergibt die Messung der Linge [ in IS ebenfalls (35.4). Dazu betrachtet man zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt zy ein IS, das sich mit der (konstanten) Geschwindigkeit
v(fo) gegeniiber IS bewegt; dieses System wird auch als momentan mitbewegtes IS’
oder momentanes Ruhsystem des Stabs bezeichnet. Zum Zeitpunkt # = £y ruht der
Stab in IS" und die gegebene Ableitung bleibt giiltig. Zu einer spiteren Zeit ist dann
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IS IS’

Abbildung 35.3 Eine Uhr bewege sich mit
der Geschwindigkeit v relativ zu IS. Wir
machen diese Uhr zum Ursprung eines IS’;

vl ——

D ¥ die Uhr ruht dann bei x" = 0 und zeigt die

IS’-Zeit ¢’ an. Die t'-Anzeige wird in IS ab-

Y Y\ gelesen, wenn die Uhr die Orte x; und x;

C/ N\ X passiert, und mit der jeweiligen IS-Zeit ¢
X1 b verglichen.

ein anderes IS’ zu verwenden. Im Ergebnis bleibt es aber bei der Formel (35.4) mit
v =v().

Ein in IS ruhender Stab der Eigenliinge /o wird von IS’ ebenfalls mit/ = ly/y <
lp gemessen; denn der Effekt (35.4) hingt ja nicht vom Vorzeichen von v ab. Ob die
diskutierte Lingenkontraktion nun den MaBstab in IS oder IS’ betrifft, hiingt von der
vorgenommenen Messung ab. Es ist die Messung selbst, die zu einer Asymmetrie
zwischen IS und IS’ fiihrt. Fiir die oben beschriebene Messung miissen die beiden
Ereignisse gleichzeitig in IS sein. Diese Ereignisse sind jedoch nicht gleichzeitig in
1S/, denn
X7 v> lhv

=0, t§:y<t2—7 =2 (35.6)

Die beiden Ereignisse (35.2) bilden also keine Grundlage, um in IS’ die Linge eines
in IS ruhenden Stabs zu messen.

Es sei abschlieend noch einmal betont, dass die Lidngenkontraktion eine Aus-
sage ist, die sich auf eine bestimmte Messvorschrift bezieht. Diese Vorschrift ist
allerdings nicht willkiirlich, sondern die naheliegende und sinnvolle Definition' der
GroBe Lénge. Das Resultat hingt aber davon ab, ob die Messung in IS oder IS’ er-
folgt. Die Formulierung ,,Bewegte Stibe sind kiirzer* stellt das Resultat nur unvoll-
stiandig dar; solche Formulierungen laden zu Missdeutungen ein. Im Zweifel miis-
sen immer die zu einer Messung gehdrenden Ereignisse eindeutig definiert werden;
hierauf kann dann die Lorentztransformation angewendet werden.

Bewegte Uhr

Wir betrachten den Gang einer IS’-Uhr von IS aus. Dazu beziehen wir uns auf die
Anordnung in Abbildung 35.3.

'Dazu betrachte man folgendes Beispiel: Ein Zug, der mit konstanter Geschwindigkeit fahre, sei
so lang, dass die Messung seiner Linge durch Anlegen von MaBstiben ausscheidet. Man konnte
seine Linge sinnvoll so bestimmen: Man postiert viele Beobachter entlang des Gleises. Zu einer
vereinbarten Zeit (die Beobachter haben synchronisierte Uhren) markieren die beiden Beobachter,
bei denen sich gerade der Zuganfang oder das Zugende befindet, das Gleis. Danach kann die Lin-
ge zwischen den beiden Gleismarken durch Anlegen ruhender Mafstibe bestimmt werden. Diese
Messvorschrift fiir die Linge des Zugs entspricht der in Abbildung 35.2 skizzierten Vorschrift.
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An den Orten x| und x; befinden sich zwei Beobachter mit ruhenden, synchro-
nisierten Uhren, die die IS-Zeit ¢ anzeigen. Die Beobachter lesen die IS’-Uhr ab,
wenn sie bei ihnen vorbeikommt. Wir setzen die erste IS-Uhr willkiirlich an die
Stelle x; = 0. Die Passage der bewegten IS’-Uhr an den beiden IS-Uhren definiert
zwei Ereignisse:

1: IS’-Uhr passiert Beobachter in IS bei x; = 0 zur Zeit #; = 0.

2: IS’-Uhr passiert Beobachter in IS bei x; = v, zur Zeit ;.

Fiir die Koordinaten dieser beiden Ereignisse gilt

x1=0,1=0
x;=0,1=0

Xy =V, B

Ereignis 1: { Ereignis 2: { (35.7)

x,=0,1
Die Koordinaten von Ereignis 1 sind durch die experimentelle Anordnung be-
stimmt. Das Ereignis 2 ist dadurch festgelegt, dass die Uhr in IS’ ruht (also x} = 0)
und sich in IS mit der Geschwindigkeit v bewegt (also x, = v¢). Wir schreiben die
spezielle Lorentztransformation (34.32) fiir 7 an:

zgzy(rz—xcz—zv)zzz,/l _ w2/ (35.8)

Beim Ereignis 1 stehen die IS-Uhr und die IS’-Uhr beide auf null. Beim Ereignis 2
zeigt die bewegte Uhr

1o =ty — 1| = t, = IS'Zeitintervall zwischen 1 und 2 (35.9)

Diese Anzeige der IS’-Uhr wird vom Beobachter bei x, abgelesen und mit der IS-
Zeit
t =ty — 1 = tp = IS—Zeitintervall zwischen 1 und 2 (35.10)

verglichen:

I
f=—" (Zeitdilatation) (35.11)

V1—1v2/c?
Das Ergebnis 7y < ¢ bedeutet, dass die bewegte Uhr gegeniiber den IS-Uhren nach-
geht. Dieser Effekt wird als Zeitdilatation (oder relativistische Zeitdehnung) be-
zeichnet.

Die IS’-Uhr bewege sich nun mit v in einer beliebigen Richtung. Durch eine
Drehung konnen wir die x- und x’-Achse der beiden Inertialsysteme immer in Rich-
tung von v legen. Damit erreichen wir wieder die Anordnung in Abbildung 35.3.
Daher gilt (35.11) mit v> = v? auch fiir eine allgemeine LT,

1
t=—"___  Zeitdilatation (35.12)

V1 —v2/c2

Die verkiirzte Formulierung dieses Resultats durch ,,Eine bewegte Uhr geht lang-
samer* ist problematisch. Ohne den hier gegebenen Hintergrund konnte man daraus
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folgern ,,die IS’-Uhr geht langsamer als die IS-Uhr* und (da vom IS’ aus gese-
hen IS bewegt ist) ,,die IS-Uhr geht langsamer als die IS’-Uhr*; damit hitte man
einen Widerspruch konstruiert. Es ist jedoch die Messung (Abbildung 35.3), die ei-
ne Asymmetrie zwischen IS und IS’ einfiihrt: Fiir die hier beschriebene Messung
sind zwei Uhren in IS nétig, an denen sich eine Uhr von IS’ vorbeibewegt. Fiir diese
Messung ist (35.12) eine wohldefinierte, nachpriifbare Aussage.

Die beschriebene Messung bezieht sich auf eine Uhr, die sich relativ zu IS mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt; in diesem Fall benotigt man zum Uhrenver-
gleich insgesamt mindestens drei Uhren. Man konnte aber daran denken, fiir nur
zwei Uhren folgendes Experiment durchzufiihren:

1. Beide Uhren werden am selben Ort gestartet.
2. Die Uhren werden relativ zueinander bewegt.
3. Sie werden wieder zur Deckung gebracht und verglichen.

Welche Uhr zeigt jetzt weniger an? Dies ist aufgrund der gegebenen Information
nicht zu beantworten. In diesem Fall ist mindestens eines der beiden Ruhsysteme
der Uhren ein beschleunigtes Bezugssystem, also kein IS; die oben gefiihrte Diskus-
sion ist daher nicht ohne weiteres iibertragbar. Im nichsten Abschnitt bestimmen
wir die Zeitangabe einer beliebig bewegten Uhr. Danach ist — bei entsprechender
Spezifikation — auch das Ergebnis des Experiments mit nur zwei Uhren berechen-
bar.

Eigenzeit

Bewegt sich eine Uhr relativ zu einem IS mit einer zeitabhidngigen Geschwindigkeit
v(#), so kann sie offenbar nicht mehr zum Ursprung eines IS’ gemacht werden.
Die von der Uhr tatsédchlich angezeigte Zeit kann jedoch folgendermalien berechnet
werden: Fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ = #( fiihren wir ein IS’ ein, das sich mit
der (konstanten) Geschwindigkeit v(zy) relativ zu IS bewegt. In diesem IS’ ruht die
Uhr dann momentan (zum Zeitpunkt o). Daher ist das zwischen 7 und 7y + dt von
der Uhr angezeigte Zeitintervall dt gleich dem zugehérigen Zeitintervall dt” in 1S':
(35.12) v(t)*

/
dt =dt =2

dr /1

(35.13)

Zerlegt man die Zeitspanne zwischen zwei Ereignissen 1 und 2 in infinitesimale
Intervalle, so erhdlt man aus (35.13) die von der bewegten Uhr insgesamt angezeigte

Zeitspanne:
5] 2
= f dr 1= 207 Eigenzeit (35.14)
1 c

Die GroBe t heilit Eigenzeit, weil sie eine vom IS unabhingige Grofe ist. Die Unab-
hingigkeit vom IS kann man so einsehen: Das Ereignis 1 sei das Anstellen der Uhr,
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das Ereignis 2 das Abstellen. Damit hat sich eine bestimmte Zeigerstellung der Uhr
(also 7) ergeben, die jeder Beobachter unabhingig von seinem Bewegungszustand
ablesen kann. Der IS’-Beobachter berechnet die Zeit zwar mit anderen GroBen in
[dt’ /1 —v/(t")%/c?, erhilt aber dasselbe Ergebnis 7. Formal folgt die Unabhén-
gigkeit vom Inertialsystem daraus, dass dt gleich dem Wegelement ds der Uhr ist:

)2
ds?) = (2dit—ar?). = (1= 207 g2 = 242 35.15
( s )Uhr (C r )Uhr c 6‘2 ¢ T ( )

Mit ds ist auch dt invariant gegeniiber Lorentztransformationen, also unabhéngig
vom gewdhlten IS.

Wir kommen noch einmal auf das am Ende des letzten Abschnitts skizzierte Ex-
periment zuriick. An einer bestimmten Stelle sind zwei Uhren, die gleichzeitig ange-
stellt werden. Sie werden dann unabhiingig voneinander irgendwie bewegt, wieder
zusammengefiihrt und abgestellt. Nach (35.14) konnen nun die Anzeigen 71 und 1
der beiden Uhren berechnet und miteinander verglichen werden. Nach (35.15) sind
die Eigenzeiten unabhingig vom Inertialsystem. Damit steht — theoretisch und ex-
perimentell — eindeutig fest, welche Uhr langsamer geht. Eine Anwendung hierzu
ist das in Kapitel 39 behandelte Zwillingsparadoxon.

Ein Beispiel fiir die Beziehung zwischen der Eigenzeit und der IS-Zeit ist die
Lebensdauer schneller Myonen aus der Hohenstrahlung (Aufgabe 35.1). Experi-
mentell tiberpriift und bestitigt wurde die Zeitdilatation fiir Uhren in Flugzeugen
und Satelliten; dabei ist allerdings auch noch der Einfluss des Gravitationsfelds auf
den Gang der Uhr zu beriicksichtigen (Aufgabe 35.3).

Gleichzeitigkeit

Die Lingenmessung des bewegten Malistabs (Abbildung 35.2) war dadurch fest-
gelegt, dass die Orte von Anfang und Ende des Stabs zur gleichen Zeit in IS
markiert werden. Dann liegt der Stab von IS aus gesehen gerade iiber der Léinge
[ =1y/y < lp. Von IS’ aus gesehen bedeutet dies aber keine Messung der IS-Linge
1, weil die beiden Ereignisse (Deckung der Stabenden mit den Markierungen) in IS’
nicht gleichzeitig sind. In IS’ liegen sie vielmehr nach (35.6) um die Zeit (Iy/c)(v/c)
auseinander; ihre Reihenfolge richtet sich nach dem Vorzeichen von v.

Dies zeigt, dass Gleichzeitigkeit ein relativer Begriff ist; sie ist eine Feststel-
lung, die vom IS des Beobachters abhéngt. Im betrachteten Beispiel kann sogar die
Reihenfolge der Ereignisse umgekehrt werden. Dies wirft die Frage auf, inwieweit
die zeitliche Reihenfolge von Ereignissen willkiirlich, also vom Bezugssystem ab-
hingig ist. Ist womdglich die Kausalitit (Ursache vor Wirkung) verletzt?

Wir betrachten zwei Ereignisse, die wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit
durch

_ x1=0,1n=0 . X2=x, I
Ereignis 1: , , Ereignis 2: , , , (35.16)
x;=0,1=0 X, =x", =t
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ct
2
s5 >0 2

12 S; =0

absolute Zukunft 5
555 <0
X
absolute absolut entfernt
Vergangenheit
2
S, >0 Lichtkegel

Abbildung 35.4 Ein Ereignis 1 sei durch den Ursprung, ein Ereignis 2 durch einen belie-
bigen anderen Punkt (x°, x!) = (ct, x) repriisentiert. Fiir s, > 0 liegt das Ereignis 2 von
1 aus gesehen in der absoluten Zukunft oder Vergangenheit. Fiir s < 0 sind die beiden
Ereignisse absolut entfernt voneinander; ihre zeitliche Reihenfolge ist willkiirlich. Auf dem
Lichtkegel s122 = 0 liegen Ereignisse, die mit 1 durch ein Photon verbunden sein konnen.

festlegen konnen. Der Abstand der beiden Ereignisse wird geméf

=0 lichtartig
sh=c? —x?=c?—x?{ <0 raumartig (35.17)
>0  zeitartig

als lichtartig, raumartig oder zeitartig klassifiziert. Diese Klassifizierung ist unab-
hingig vom gewihlten Inertialsystem. Im x-7-Diagramm in Abbildung 35.4 werden
diesen Fillen verschiedene Gebiete zugeordnet.

Die beiden Ereignisse konnen durch ein fiktives Objekt verbunden werden, das
sich mit der Geschwindigkeit V = x /¢ entlang der x-Achse bewegt. Wir ordnen die
beiden Ereignisse so, dass V > 0. Aus 5122 = (c2 — Vz) 12 folgt

lichtartig: V = c, raumartig: V > c, zeitartig: 0 <V < ¢ (35.18)

Fiir den zeitlichen Abstand der beiden Ereignisse (¢ in IS und ¢’ in IS') gilt
%
t’=y<t—%)=yt<l—v—2) (35.19)
¢ ¢

Raumartiger Abstand

Fiir einen raumartigen Abstand, also fiir V > ¢, konnen die Ereignisse nicht kau-
sal zusammenhingen: Wenn das Ereignis 1 das Ereignis 2 beeinflussen soll, dann
muss irgendetwas von 1 nach 2 gelangen. Wie wir in Kapitel 38 noch konkret sehen
werden, konnen materielle Teilchen (Teilchen mit einer Masse ungleich null) sich
nur mit V < ¢ bewegen. Masselose Teilchen (wie Photonen) bewegen sich dagegen
immer mit V = c¢. Daher ist ¢ auch die maximale Geschwindigkeit, mit der sich
irgendeine Wirkung ausbreiten kann.
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Wegen V/c > 1 kann die letzten Klammer in (35.19) positiv oder negativ sein
(je nach Vorzeichen von v), also

1—

VIA

0 (35.20)

ale
o<

Die zeitliche Reihenfolge der beiden Ereignisse hingt also vom gewéhlten Inertial-
system ab. Da die beiden betrachteten Ereignisse kausal nicht miteinander verkniipft
sein konnen, hat ihre zeitliche Reihenfolge auch keine besondere physikalische Be-
deutung. Ein Beispiel fiir raumartigen Abstand sind die beiden fiir die Lingenmes-
sung definierten Ereignisse (Abbildung 35.2).

Lichtartiger oder zeitartiger Abstand

Fiir licht- oder zeitartigen Abstand, also fiir V < ¢, konnen die Ereignisse kausal
zusammenhingen; das friihere Ereignis konnte Ursache des spiteren sein. Deshalb
ist die zeitliche Reihenfolge physikalisch relevant; sie ist fiir jeden Beobachter die-
selbe. Die letzte Klammer in (35.19) ist positiv (wegen 0 < V < cund |v/c| < ¢).
Wegen

sign t’ = sign t (35.21)

haben die beiden Ereignisse in allen IS dieselbe zeitliche Reihenfolge.

Zusammenfassung

Wir fassen zusammen: Die zeitliche Reihenfolge von Ereignissen, die sich kausal
beeinflusst haben konnen, hat absolute Bedeutung, ist also vom IS unabhingig. Al-
les, was wir in der Alltagssprache als Vergangenheit bezeichnen, liegt im Bereich
der absoluten Vergangenheit in Abbildung 35.4. Lediglich fiir Ereignisse, die sich
nicht beeinflusst haben konnen, ist die zeitliche Reihenfolge vom Bezugssystem
abhingig; diese Reihenfolge ist aber auch zugleich irrelevant.

Als Beispiel betrachten wir die in Berlin gemachte Aussage ,,Um 12 Uhr am
1. Januar des Jahres 2000 findet eine Sonneneruption statt™. Hierdurch wird die
Gleichzeitigkeit der beiden Ereignisse ,,Berlin, 12 Uhr, 1.1.2000“ und ,,Sonnen-
eruption® festgestellt; dabei werde ein IS verwendet, in dem das Sonnensystem
als ganzes ruht. Fiir den Astronauten eines schnell vorbeifliegenden Raumschiffs
(System IS’ mit Relativgeschwindigkeit v) sind die beiden Ereignisse dagegen im
Allgemeinen nicht gleichzeitig. Fiir den Astronauten ergibt sich der zeitliche Ab-
stand aus (35.19) zu ' = —yvx/c? = —8y (v/c) min; dabei wurde der Abstand
Berlin-Sonne mit x = 8 Lichtminuten eingesetzt. Der Zeitabstand ¢’ kann je nach
Vorzeichen von v positiv oder negativ sein; fiir |[v| — ¢ wird || beliebig groB.

Mogliche Folgen der Eruption auf der Erde sind jedoch absolute Zukunft beziig-
lich der Eruption. Im IS-Berlin treten die Folgen friihestens nach der Lichtlaufzeit
auf, also etwa um 12.08 Uhr. Fiir den Astronauten konnen diese Folgen dagegen
kurz nach der Eruption auftreten, und zwar dann, wenn fiir ihn der Abstand Erde-
Sonne aufgrund der Langenkontraktion gegen null geht.
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Haus-Stab-Experiment

Abschlielend diskutieren wir das in Abbildung 35.5 skizzierte Haus-Stab-Expe-
riment, bei dem die Lingenkontraktion zu einem widerspriichlichen Ergebnis zu
fiihren scheint. Kann man in diesem Experiment beide Tiiren schlieBen, ohne den
Stab einzuklemmen?

—— 13— ————
Haus v
Stab v
I Ruhsystem Haus, IS Ruhsystem Stab, IS’

Abbildung 35.5 Ein Haus mit zwei gedffneten Tiiren habe dieselbe Eigenlinge L wie
ein Stab (links). Der Stab bewege sich nun mit der Geschwindigkeit v durch das Haus.
Vom IS des Hauses aus gesehen hat der Stab eine verkiirzte Linge (Mitte); es erscheint
daher moglich, die beiden Tiir zu schlieen, wihrend der Stab sich im Inneren des Hauses
befindet. Vom IS’ des Stabs aus gesehen bewegt sich das Haus mit der Geschwindigkeit —v
und hat eine verkiirzte Linge (rechts); ein Schlielen der Tiiren ohne Einklemmen des Stabs
erscheint daher nicht moglich.

Die relevanten Ereignisse sind:
1: Das Stabende passiert die linke Haustiir.
2: Der Stabanfang passiert die rechte Haustiir.

In Abbildung 35.5, Mitte, ist das Ereignis 1 bereits erfolgt, das Ereignis 2 aber noch
nicht. Fiir den betrachteten Zeitpunkt ¢ gilt daher #; < ¢ < t,. Daraus folgt 1| < £,
in IS.

In Abbildung 35.5, rechts, ist das Ereignis 2 bereits erfolgt, das Ereignis 1 aber
noch nicht. Fiir den betrachteten Zeitpunkt ¢’ gilt daher ) < ¢’ < t{. Daraus folgt
ty <t inlS'.

Die Reihenfolge der beiden Ereignisse ist also in den betrachteten Bezugssys-
temen, IS und IS/, verschieden. Dies impliziert, dass der Abstand der Ereignisse 1
und 2 raumartig ist, und dass die beiden Ereignisse sich kausal nicht beeinflussen
konnen.

Wir spezifizieren das Experiment dahingehend, dass die rechte Tiir unmittelbar
vor dem Ereignis 2 geschlossen wird, und dass die linke Tiir gleichzeitig nach IS-
Zeit geschlossen wird. Damit ist fiir den Beobachter in IS (Abbildung 35.5 Mitte)
klar, dass beide Tiiren geschlossen werden konnen, ohne dass der Stab eingeklemmt
wird.
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Wir diskutieren dieses Experiment jetzt vom Standpunkt eines Beobachters, der
sich mit dem Stab mitbewegt (also von IS’ aus, Abbildung 35.5 rechts). Unmittel-
bar nach dem SchlieBen der rechten Tiir sto3t der Stab an diese Tiir. Die Tiir sei so
solide, dass der Stab hier gestoppt wird. Wenn der Stab ein starrer Korper wiire,
dann wiirde sich bei diesem Stop das linke Ende des nun ruhenden Stabs gerade
in der linken Tiir6ffnung befinden und die linke Tiir konnte nicht mehr geschlos-
sen werden. (Dazu konnen wir den Stab auch ein wenig lianger als L machen, ohne
die Moglichkeit des Schlielens beider Tiiren in Abbildung 35.5, Mitte, zu gefihr-
den). In diesem Fall hitten wir einen Widerspruch konstruiert; denn der Verlauf des
Experiments hinge vom Bezugssystem ab.

Der Grund fiir diesen Widerspruch ist die Annahme eines starren Stabs. Die
Bedingung starrer Korper ist unvertrdglich mit der Speziellen Relativititstheo-
rie. Starr bedeutet konstante (unverdnderliche) Lingen zwischen den verschie-
denen Teilen des Korpers. Dies impliziert aber eine unendlich grofle Wirkungs-
geschwindigkeit: Bewege ich das eine Ende eines starren Stabs, dann muss sich
gleichzeitig das andere Ende bewegen, damit der Abstand zwischen Anfang und
Ende gleichbleibt. Nach der Speziellen Relativititstheorie kann sich die Bewegung
des einen Endes aber frithestens nach der Zeit L/c am anderen Ende bemerkbar
machen. (In der Realitit wird die Zeit L /cg bendtigt, wobei cs die Schallgeschwin-
digkeit des Stabmaterials ist.)

Zuriick zum Haus-Stab-Experiment: Sobald der Stabanfang die rechte, ge-
schlossene Tiir erreicht, zerbroselt er (falls die Tiir hinreichend stabil ist). Das Stab-
ende bekommt hiervon zunichst nichts mit. Dies gilt auch noch beim Ereignis 1,
also wenn das Stabende die linke Tiir passiert; denn der Abstand der Ereignisse 1
und 2 ist raumartig. Von IS” aus gesehen erfolgt das Ereignis 1 und das SchlieBen
der linken Tiir nach dem Ereignis 2 (AnstoBen rechts). Die linke Tiir kann aber
geschlossen werden, weil das Stabende vom AnstoB3en rechts nichts merken kann.

Das Resultat des Experiments ist also, wie es sein muss, unabhédngig vom ge-
wihlten Bezugssystem. Der (kaputte) Stab kann im Haus eingeschlossen werden.

Das Beispiel macht klar, dass mit der Annahme eines starren Korpers Wider-
spriiche konstruiert werden konnen. Dies gilt insbesondere dann, wenn Beschleuni-
gungen auftreten und Verformungen des betrachteten Korpers unvermeidlich sind?
Dies liegt aber nicht an einer Widerspriichlichkeit der Speziellen Relativititstheorie
selbst, sondern daran, dass die Annahme eines starren Korpers im Widerspruch zur
Speziellen Relativititstheorie (und zur Realitit) steht.

2Fiir ein anderes Beispiel sei auf W. Rindler, Length contraction paradoxon, American Journal
of Physics 29 (1961) 365, verwiesen.
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Aufgaben
35.1 Lebensdauer von Myonen

Myonen werden in einer Hohe von etwa & &~ 30km durch kosmische Strahlung
erzeugt. In ihrem Ruhsystem haben die Myonen eine Lebensdauer 7 & 2 - 107,
Trotz dieser Hohe und ihrer kurzen Lebensdauer (¢ T & 600 m) erreichen sie noch
zum grofiten Teil die Erdoberfléche.

Wie klein darf die Abweichung ¢ = (¢ — v)/c < 1 der Geschwindigkeit der
Myonen von der Lichtgeschwindigkeit hochstens sein, damit sie auf der Erdober-
flache beobachtet werden konnen? Was misst ein Beobachter im Ruhsystem des
Myons fiir die Hohe i ?

35.2 Momentaufnahme einer vorbeifliegenden Kugel

Ein Korper stellt in seinem Ruhsystem IS’ eine Kugel mit dem Durchmesser D
dar. Der Korper bewegt sich mit der relativistischen Geschwindigkeit v = v ey in
einem Inertialsystem IS. Ein IS-Beobachter fotografiert das Objekt. Der Beobachter
ist so weit entfernt (L — 00), dass die ihn erreichenden Lichtstrahlen parallel zur
y-Achse (Abbildung unten) sind. Welche Gestalt (Kugel? Ellipsoid?) erscheint auf
dem Foto? Welche Teile der Kugel werden abgebildet?

Ein Aquator der mit v bewegten Kugel er-
scheint wegen der Langenkontraktion in
IS als Ellipse. Fiir die ruhende Kugel wi-
re P ein gerade noch sichtbarer Punkt des
Aquators. Aufgrund der Aberration miiss-
te der Lichtstrahl in IS" aber ins Kugel-
innere gerichtet sein, damit er in IS in die
Richtung —e, geht. Der P gegeniiberlie-
gende Punkt ist dagegen ohne Weiteres zu
sehen. Auf dieser Seite kann man noch
weiter sehen: Ein von A tangential nach
unten ausgehender Strahl schliefit einen
bestimmten Winkel mit — ey ein. Wenn
dieser Winkel gleich ¢, ist, dann ist A ge-
rade noch sichtbar. Der durch A und B
markierte GroBkreis trennt die fiir den IS-
Beobachter sichtbaren und unsichtbaren
(schraffiert) Teile der Kugel voneinander.

—v At —

4
h

D

Hinweise: Damit ein Lichtstrahl in IS in — e -Richtung lduft, muss er im bewegten
System IS’ unter einem Aberrationswinkel ¢, relativ zur Richtung —e, = —e,
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ausgesandt werden. Nach (14.20) gilt fiir diesen Winkel:

_ v/c 1odx
tang, = ——— L & (35.22)

V1—v2/e2dy

In IS’ muss dieser Lichtstrahl also die Steigung dy’/dx’ haben.
Man berechne die Koordinaten von A und B aus der Ellipsengleichung und aus der
Bedingung, dass die Ellipsentangente den Winkel ¢, relativ zu — ey, hat.

Der Fotoapparat registriert zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ das Licht von A
und B. Wegen der unterschiedlichen Lichtlaufzeiten muss dieses Licht von B zu
einer um At spiteren Zeit abgesandt werden als von A. In dieser Zeit At ist die
linke Ellipse zur Position der rechten gewandert, und B hat sich nach B bewegt.
Auf dem Foto markieren dann A und B den Durchmesser D des Objekts.

35.3 Zeitverschiebung fiir Satelliten

Ein Satellit (Masse m) bewegt sich auf einer Kreisbahn (Radius rp) im Gravitations-

potenzial

GMEm
V(r)=—

=md(r) (35.23)

Hierbei ist G die Gravitationskonstante und Mg die Masse der Erde. Eine Uhr im
Satelliten zeigt die Zeit fs an. Eine Uhr, die bei r = oo ruht, zeigt die Zeit t, an.
Bestimmen Sie den Zeitunterschied aufgrund der relativistischen Zeitdilatation in
der Form t5/toc = 1 4+ § in niedrigster, nichtverschwindender Ordnung in v/c.
Driicken Sie 6 durch @ (rg) aus.

Zusitzlich beeinflusst das Gravitationsfeld den Gang der Uhr:

t 0]
S sy (ro)

00 c?

(35.24)

Eine Uhr im Labor auf der Erdoberfliche zeigt die Zeit 1, & to (1 + @ (R)/ c?) an;
die Geschwindigkeit aufgrund der Erddrehung wird vernachldssigt. Bestimmen Sie
die relative Zeitverschiebung (¢ — ts)/t;, zwischen Labor und Satellit als Funkti-
on von ro/R fiir @ /c?> <« 1. Welche GroBenordnung und welches Vorzeichen hat
dieser Effekt fiir einen erdnahen und fiir einen geostationdren (siche Aufgabe 17.3)
Satelliten?



36 Lorentzgruppe

Wir verallgemeinern die spezielle Lorentztransformation (LT) aus Kapitel 34 zur
allgemeinen LT. Die LT bilden eine Gruppe. Die Auswertung von zwei sukzessiven
LT fiihrt zum Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten.

Allgemeine Lorentztransformation

Nach dem Relativitétsprinzip von Galilei sind zwei beliebige Inertialsysteme (IS
und IS’) durch die Transformation (5.9),

3
xl{=Za,~jxj—vit—a,~, t/=t—t() (36.1)
j=1

miteinander verkniipft. Diese Transformation hingt von 10 Parametern ab: Die Pa-
rameter a¢; und fy beschreiben eine konstante Verschiebung in Ort und Zeit, die
orthogonale Matrix & = («;;) hingt von drei Drehwinkeln ab und beschreibt die
relative Lage der rdumlichen Koordinatenachsen von IS und IS', die drei Parameter
v; geben die Relativgeschwindigkeit v zwischen IS und IS” an. Diese Transforma-
tionen bilden eine Gruppe, die Galileigruppe genannt wird.

Die allgemeine Lorentztransformation ist von der Form (34.15),

P =APxS 4 bP oder X' =Ax+b (36.2)

Man unterscheidet zwischen den homogenen (b = 0) und den inhomogenen (b /8)
Lorentztransformationen.

Fiir bloBe Verschiebungen und Drehungen (also fiir v = 0) ergeben sich keine
Unterschiede zur Galileitransformation: Aus dem Vergleich von (36.2) und (36.1)
sehen wir zuniichst, dass b? fiir Verschiebungen in Ort und Zeit steht,

b=(bP)=(~cty,—ap) (36.3)

Eine Drehung der kartesischen Achsen von IS relativ zu denen von IS” wird durch

die LT mit
1 0 0 0
0 o o o
_ VY _ 11 12 13
Ala) = (Aﬁ) =l 0 oy n an (36.4)

0 a3 a3z o33

312
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vermittelt. Die Bedingung (34.19) fiir eine LT, ATn A = 5, wird hier zu oTa = 1.
Da die orthogonale Matrix iiblicherweise mit @ bezeichnet wird, verwenden wir in
diesem Kapitel den Buchstaben « nicht als Index.

Unterschiede zwischen Galilei- und Lorentztransformationen ergeben sich erst
fiir eine Relativbewegung von IS und IS’ mit der konstanten Geschwindigkeit v.
Nach (34.32) ist die spezielle LT fiir v = v e| durch

y —yv/c 0 O
v/c 0 0

AQ) = (AF) = vv/ g Lo (36.5)
0 0 0 1

gegeben; die Verallgemeinerung fiir beliebiges v wird unten angegeben.

Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe, das heifit zwei sukzessive LT
ergeben wieder eine LT. Wir betrachten eine LT von IS zu IS’ und eine LT von IS’
zu IS” (in Matrixschreibweise),

X' =Ax+b, xX'=Ax+b (36.6)
Hieraus folgt
xX"=A"x+b" mit A"=AA, b =b+Ab (36.7)
Damit dies wieder eine LT ist, muss A” die Bedingung (34.19) erfiillen:
AT A" = WA A A= AT(ATnA)A=4aThAa=y (36.8)

Da dies der Fall ist, ergeben zwei sukzessive LT wieder eine LT. Wir zeigen noch
die iibrigen Gruppeneigenschaften: Die Assoziativitit A (A’A”) = (AA") A” folgt
aus der Assoziativitit der Matrixmultiplikation. Die Einheitsmatrix A = 1 ist das
1-Element. Durch @ — «T und v — —wv erhilt man das inverse Element. Die Grup-
peneigenschaften der Verschiebungen sind evident. Die Gruppe der inhomogenen
LT heilit Poincaré-Gruppe, die der homogenen LT wird Lorentzgruppe genannt.

Wir geben noch die Verallgemeinerung von (36.5) fiir eine beliebige Richtung
von v an. Die Urspriinge der Systeme IS und IS’ seien durch den Vektor vt ver-
bunden (b = 0); die Achsen seien parallel. Damit haben wir die Situation wie in
Abbildung 34.1, nur dass jetzt v nicht parallel zu e; = e/ ist. Wir konnen aber vom
System IS mit einem geeigneten A(w) aus (36.4) zu einem System IS” mit e} || v
iibergehen, dann mit A(v) aus (36.5) zu einem IS, und von IS” mit A(aT) zu IS'.
Die gesuchte Transformationsmatrix setzt sich daher gemaf

AW) = A@@") A@) A@) (36.9)

aus den bereits bekannten Féllen zusammen. Bei der Multiplikation mit A(«) und
A(oT) dndert sich A(v) wie folgt: Das Element A8 = y bleibt unberiihrt. Die A?
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und Af) dndern sich wie ein Vektor, und die A: wie ein Tensor 2. Stufe; dabei sind
hier Tensoren des dreidimensionalen Raums gemeint. Aus diesen Feststellungen
und dem Grenzfall (36.5) kann man die Transformationsmatrix fir v = ) v;e;
erschlieBen, ohne o konkret zu bestimmen. Da sich (A?) wie ein Vektor verhilt,
und fiir (v;) = (v, 0,0) gleich (—y v/c, 0, 0) ist, muss (AY) = (—y v;/c) sein.
Dabei wurde beriicksichtigt, dass

1
y = —— (36.10)
V1—1v2/c?
sich wie ein 3-Skalar verhilt. Man priift leicht nach, dass sich die (A;) in
Y —yvi/e —yw/c —yuv/c
A(v) e (36.11)
v) = viv (y = 1) :
-y 'U2/C 51‘1 + ”T
—yv3/c

wie ein Tensor zweiter Stufe bei Drehungen verhalten, und fiir (v;) = (v, 0, 0) mit
(36.5) iibereinstimmen. Diese Matrix ist symmetrisch, A(v) = A(v)T. Dies gilt
jedoch nicht fiir A(«) aus (36.4) und damit auch nicht fiir ein allgemeines A.

Die allgemeine homogene LT ergibt sich fiir eine beliebige Relativgeschwindig-
keit v und fiir beliebig verdrehte Achsen; sie kann durch A = A(«) A(v) beschrie-
ben werden. In der allgemeinen LT kommt dann noch eine konstante Raum-Zeit-
Verschiebung um b hinzu:

(Allgemeine Lorentz-

I —
x =A@ A@x+b transformation)

(36.12)

Die Drehung («) hédngt von drei beliebigen Drehwinkeln ab, die Relativgeschwin-
digkeit von den drei Komponenten v;. Damit hingen die Elemente der Lorentz-
gruppe (homogene LT) von 6 Parametern ab. Bei der Poincaré-Gruppe (inhomogene
oder allgemeine LT) kommen noch die 4 Parameter 5# hinzu.

Aus ATy A = n folgt (det A)? = 1 und (A))? = 1 + °,(A})?; hieraus ergibt
sich det A = %1, und auBBerdem A8 > 1 oder Ag < —1. Die Festlegung

detA=1, A} =>1 (36.13)
schlieBt eine Anderung der Zeitrichtung (etwa t’ = —¢) und riumliche Spiege-
lungen (etwa x’ = —x) aus. Die so eingeschriinkten Transformationen heiflen ei-

gentliche LT. Sie sind dadurch ausgezeichnet, dass sie durch einen kontinuierli-
chen Ubergang (Geschwindigkeit, Drehwinkel und Verschiebung gegen null) mit
der identischen Transformation verbunden sind.
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Sukzessive Lorentztransformation

Wir betrachten Abbildung 36.1 mit den Bezugssystemen IS und IS’ die sich relativ
zueinander mit der Geschwindigkeit v; bewegen. In IS’ bewege sich nun ein Teil-
chen mit der Geschwindigkeit v (). Mit welcher Geschwindigkeit V bewegt sich
dieses Teilchen in IS?

Wir fiihren ein IS” ein, das sich relativ zu IS” mit der konstanten Geschwindig-
keit vy = v(ty) bewegt; die Koordinatenachsen von IS, IS” und IS” seien parallel.
Zum Zeitpunkt ¢ = fy ruht das Teilchen in IS”. Dann ist seine Geschwindigkeit in
IS gleich der Relativgeschwindigkeit V zwischen IS” und IS. Nach (36.7) ergibt
sich die LT von IS zu IS” aus

A(V) = A(v2) A(vy) (36.14)

Da die Achsen parallel sind, ist A(V') ebenso wie A(v) und A(v>) von der Form
(36.11). Durch die Berechnung der rechten Seite von (36.14) und Vergleich mit
(36.11) erhélt man die gesuchte Geschwindigkeit

V =V, v) (36.15)

Wir betrachten zunéchst den Fall paralleler Geschwindigkeiten, v; || vo; die allge-
meine Form von V (v, v2) wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels angegeben.
Wir drehen die Koordinatenachsen von IS und IS’ so, dass v{ und v, parallel zur x-
und x’-Achse liegen. Dann sind die beiden A’s in (36.14) von der Form (34.22) mit
(34.26). Im relevanten Unterraum schreiben wir die Matrixmultiplikation (36.14)

an:
cosh — sinh cosh — sinh
AV) = ; ) () ' ¥ ¥ (36.16)
—sinhyp,  coshirm — sinh Yy cosh ¥

Wir fithren die Matrixmultiplikation aus:

AV — cosh(y + ) —sinh(Y1+42) \ [ coshyy —sinhy
V)= —sinh(Y1 +¥2)  cosh(y +v2) |\ —sinhy  coshy

(36.17)
Die Rapiditit ¢ (V) ergibt sich also einfach aus der Addition

v =11+ ¥ (36.18)

Man kann (36.16) und (36.17) mit der Multiplikation zweier orthogonaler Matrizen
vergleichen, die zwei Drehungen um dieselbe Achse beschreiben. Der Parallelitit
der Geschwindigkeit entspricht dabei die gleiche Drehachse, der Addition der Rapi-
ditdten die Addition der Drehwinkel. Fiir parallele Geschwindigkeiten vertauschen
die LT miteinander,

A(vy) A(v2) = A(v2) A(vy) (1 [l v2) (36.19)

Sind die Geschwindigkeiten nicht parallel (oder die Drehachsen nicht gleich), dann
vertauschen die Transformationen nicht miteinander. Dieser Regelfall ergibt sich
daraus, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.
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ISyy IS4y v(V

Teilchen oder
- . Ursprung von IS”

Abbildung 36.1 In IS’ bewege sich
> ein Teilchen mit der Geschwindig-

f > X keit v(z). Welche Geschwindigkeit
vt X hat das Teilchen dann in IS?

Abbildung 36.2 Zwei parallele
Geschwindigkeiten addieren sich
gemiB = ¥ + . Die resul-
tierende Geschwindigkeit ist dann

(4 (V) ) V = c tanh (Y1 4+ V).

Additionstheorem

Unter Additionstheorem versteht man den Ausdruck (36.15), der sich fiir die Ad-
dition zweier Geschwindigkeiten ergibt. Wir geben diesen Ausdruck zunichst fiir
parallele Geschwindigkeiten und dann fiir den allgemeinen Fall an.

Fiir tanh (11 4+ ¥») benutzen wir das Additionstheorem fiir den tangens hyper-
bolicus,

tanh Wl =+ tanh 1/f2
v — tanh _ 36.20
anh ¥ = tanh (Y1 +2) = 1 + tanh v, tanh ¥, ( :

Mit tanh = v/c wird dies zum Additionstheorem fiir die Geschwindigkeiten,

v+ V2 Additionstheorem

V=—-«——"" ..
14+ vjvy/c? fiir vy || v2

(36.21)

Offensichtlich ist der Zusammenhang (36.18) einfacher als (36.21). In der SRT sind
daher die Rapidititen ein bevorzugtes MaB fiir die Geschwindigkeiten, weil hierfiir
manche Beziehungen (wie das Additionstheorem) einfacher sind.

Aus (36.21) folgt speziell

~~ d .
v { v+ v (v1 € c und vy K ¢) (36.22)

— (vy = ¢ oder vy — ¢)

Die Addition der Geschwindigkeiten ist in Abbildung 36.2 illustriert.
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Da die Ableitung von (36.21) iiber LT erfolgte, sind die Geschwindigkeiten zu-
nichst durch v; < ¢ und vy < c¢ eingeschrinkt. Falls das in Abbildung 36.1 be-
trachtete Teilchen ein Photon ist, ist seine Geschwindigkeit in jedem IS gleich c;
mit v, = cistalso V = ¢. Da die Formel (36.21) fiir v; = ¢ ebenfalls V = c ergibt,
konnen wir diesen Grenzfall in den Giiltigkeitsbereich mit einschlieBen. Wegen der
Symmetrie beziiglich v; und vy kénnen wir dann auch v; = ¢ zulassen.

Allgemeiner Fall

Wir bestimmen jetzt das Additionstheorem V = V (v, vy) fiir nichtparallele Ge-
schwindigkeiten v; und v;. Dazu berechnen wir das 0j-Element von A(V) in
(36.14):

3
V.
vt = AYV) = AGy) AF (1) = AY () AVw1) + Y AL (v2) Al(vy)
i=1

(5,, 4 L () - 1)) (36.23)
i=1 1

Dabeiist y = y(V), y1 = y(v1) und y» = y(v2). Wir multiplizieren (36.23) mit
—c/y und gehen zur Vektorschreibweise iiber:

01
v=DBl 2oy 2 () (36.24)
y Vi

Wir bestimmen noch das 00-Element:

\<
Il

AQ(V) = AY(v2) AY(v1) + Z A (v2) Af(v1)
i=1

U1, U2z V-2
+ =nn(1+ ) 36.25
Y12 ; Yiy2 Y12 2 ( )

Hieraus lesen wir den Vorfaktor y;y»2/y = 1/(1 4+ vy - vz/cz) in (36.24) ab. Wir
spalten noch die Geschwindigkeit v2 = vy + v21 in den zu v; parallelen und
senkrechten Anteil auf. Damit wird (36.24) zu

v1+v2”+v2l,/l—v1/c (36.26)

l+v1~v2/c

Das Resultat ist nur fiir v; || v, symmetrisch in v und v,. Die LT sind also (ebenso
wie Drehungen) im Allgemeinen nichtkommutativ,

A(vy) A(vy) /=A(v2) A(vy)  (fiir vy X 03 /H) (36.27)



37 Lorentztensoren

So wie die 3-Tensoren in Kapitel 21 durch ihr Verhalten unter orthogonalen Trans-
formationen definiert wurden, werden Lorentztensoren oder 4-Tensoren durch ihr
Verhalten unter Lorentztransformationen definiert. Die Rechenregeln fiir Lorentz-
tensoren werden aufgestellt. Diese eher formalen Entwicklungen werden im Fol-
genden nicht vorausgesetzt; die ersten beiden Seiten dieses Kapitels sollten aber in
jedem Fall gelesen werden.

Wir betrachten den vierdimensionalen Raum, der durch kartesische Koordinaten-
achsen fiir die Groen

(x) = (% 2" 2% %) = (et x, y, 2) (37.1)
aufgespannt wird. Das Wegelement
ds?® = ngp dx* dxP (37.2)

ist kovariant (also forminvariant) unter Lorentztransformationen (LT). Den vier-
dimensionalen Raum mit diesem Wegelement bezeichnen wir als Minkowskiraum.

Dies kann mit dem dreidimensionalen Raum verglichen werden, der durch die
Koordinatenachsen fiir

(xi) = (¥1, 2, x3) = (x, ¥, 2) (37.3)

aufgespannt wird. Das Wegelement

3

di* =" (dx;)? (37.4)

i=1

ist kovariant unter orthogonalen Transformationen.

In Kapitel 21 haben wir Tensoren des dreidimensionalen Raums als indizierte
GroBen definiert, die sich unter orthogonalen Transformationen komponentenweise
wie die Koordinaten transformieren. Hier definieren wir analog dazu Tensoren des
Minkowskiraums als indizierte Grofen, die sich unter LT komponentenweise wie
die Koordinaten transformieren. Zur Unterscheidung verwenden wir die Bezeich-
nungen 3- und 4-Tensor.

Der Sinn dieser formalen Definitionen ist folgender: Unter der Annahme der
Isotropie des dreidimensionalen Raums diirfen physikalische Gesetze nicht von der

318
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Orientierung des kartesischen KS abhingen. Die Gesetze diirfen daher ihre Form
bei orthogonalen Transformationen nicht dndern. Dazu sind die Gesetze als 3-
Tensorgleichungen zu formulieren, zum Beispiel L; = ) ©;; w;. Nach dem Relati-
vitétsprinzip sind alle IS gleichwertig. Daher darf die Form physikalischer Gesetze
nicht vom IS abhingen. Nach Einsteins Relativitédtsprinzip miissen die Gesetze ih-
re Form unter LT beibehalten. Dazu sind die Gesetze als 4-Tensorgleichungen zu
formulieren. Diese formale Bedingung geniigt in der Regel, um die relativistische
Verallgemeinerung eines bekannten nichtrelativistischen Gesetzes zu finden.
Wir nennen jede einfach indizierte GroB3e V¢, die sich wie die Koordinaten x¢
transformiert,
V'E = APy (37.5)

einen Lorentztensor 1. Stufe; synonym hierzu verwenden wir die Bezeichnungen
Lorentz- oder Vierervektor. Es sei daran erinnert, dass iiber zwei gleiche Indizes
(einer oben, einer unten) summiert wird, und dass griechische Indizes die Werte 0,
1, 2, 3 annehmen konnen. Unter Tensor wird immer die Gesamtheit der indizierten
Groen V* verstanden; fiir ein bestimmtes « ist V* dagegen eine einzelne Zahl
(gegebenenfalls mit einer physikalischen Einheit multipliziert).

Ein Lorentztensor oder 4-Tensor N-ter Stufe ist eine N-fach indizierte Grof3e,
die sich wie

... 0N __ o
T = Aﬁ

transformiert. Ein Lorentzskalar oder Tensor O-ter Stufe ist dann eine nichtindizierte
GroBe, die unter LT invariant ist. Beispiele fiir Lorentzskalare sind die Eigenldnge
Iy eines Stabs, das Wegelement ds* und die Eigenzeit dt einer Uhr. Beispiele fiir
Lorentzvektoren sind x* und dx“. Beispiele fiir einen Lorentztensor zweiter Stufe
sind das Produkt x* dx? und die in (34.11) definierte GroBe Nap-

Lo AGN TPy (37.6)

Rechenregeln

Zur Vereinfachung der Schreibweise definieren wir fiir jeden 4-Vektor V¢ durch
Vg = nga V* (37.7)
eine zugeordnete indizierte Grofe. Insbesondere ist
(xa) = (x0, x1, X2, x3) = (ct, —x, =y, —2) (37.8)
Diese Zuordnung erfolgt entsprechend fiir alle Tensoren, zum Beispiel
Top = naw npp T°F . T =npp ¥ TS = 7% (379)

Die T% heiBen kontravariante Komponenten des Tensors, die Tyg... kovarian-
te Komponenten; der Begriff kovariant hat daneben die schon bekannte Bedeu-
tung forminvariant. Die T* g bezeichnen wir als gemischte Komponenten. Wir ver-
zichten meist auf diese ausfiihrliche Bezeichnung und nennen die indizierte Grofie
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selbst Tensor, oder auch ko- oder kontravarianter Tensor. Bei den gemischten Kom-
ponenten ist auf die Reihenfolge der Indizes zu achten, denn im Allgemeinen ist
T%g /“. Falls der Tensor T%F symmetrisch ist, sind die GréBen aber gleich und
die Indizes konnen auch iibereinander geschrieben werden, 7% = Tg* = Tf .

Die Indizes der Transformationsmatrix A% konnen tibereinander geschrieben
werden, weil diese GroBle kein Tensor ist. Um die Tensordefinition zu erfiillen,
miisste A ja zuerst einmal in IS und IS’ definiert sein; im Gegensatz dazu ist A
aber eine GroRe, die dem Ubergang zwischen IS und IS’ zugeordnet ist. Unbescha-
det dieser Einschrinkung verhilt sich A% aber dhnlich wie ein Tensor; dazu sei etwa
auf die Diskussion der 3-Tensoreigenschaften von (36.11) verwiesen.

Aus der Definition (37.6) folgen sofort einige Regeln fiir die Konstruktion von
Tensoren. Wenn S und 7T Tensoren sind, dann gilt:

1. Addition: a S¥1-*N + b TN jst ein Tensor der Stufe N; dabei sind a und
b Zahlen.

2. Multiplikation: %@~ TH1--Pu jst ein Tensor der Stufe N + M.

3. Kontraktion: 1, Sete ooy an — S“l"'ﬁ"'/g"'“"’ ist ein Tensor der (N — 2)-ter
Stufe. Insbesondere sind ds? = dx®dx, und S® T,y Lorentzskalare.

4. Tensorgleichungen: Gilt §¢ = U*f Tg in jedem IS, so ist U®P ein Tensor
2-ter Stufe.

Die Punkte 1 bis 3 folgen unmittelbar aus der Tensordefinition, die 4. Aussage wird
wie in (21.19)—-(21.21) bewiesen.

Die Matrix (1qg) wurde durch die Zahlenzuweisung in (34.11) definiert. Durch
dieselbe Zuweisung definieren wir eine Matrix (n*P):

1 0 0

o 0O -1 0 O
@) =)= o o _1 o (37.10)

o 0 0 -1

Die Matrizen (n“ﬂ) und (na,g) sind zueinander invers:
1 (@=y)
B — 89 —

N ng, = 8% = (37.11)

o (@ /=)

Das vierdimensionale Wegelement kann nun in folgenden Formen geschrieben wer-
den:
ds* = Nap dx®dx? = dx%dxe = n*P dx, dxg (37.12)

Nach den aufgefiihrten Rechenregeln ist dx*dx? ein Tensor 2. Stufe, der durch
Kontraktion zum Skalar ds> gemacht wird. Die Form V* W, ist das Skalarprodukt
zweier Lorentzvektoren. Im niichsten Abschnitt wird formal gezeigt, dass 74p als
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Lorentztensor aufgefasst werden kann. Daher ist ds? auch der Skalar, der durch
zweifache Kontraktion des Tensors n%f dx? dx? entsteht.

Wir berechnen die Transformationseigenschaften der kovarianten Tensoren.
Durch Multiplikation mit n®f konnen wir (37.7) nach den kontravarianten Kom-
ponenten auflosen:

Ve =y vy (37.13)

Die GroBen nqg sind durch Zahlenzuweisung (37.10) festgelegt und hiingen damit
nicht vom IS ab. Daher transformiert sich ein kovarianter Vektor gemif}
Vo =nap VP =nap AL VY =nug AL 070 Vs = A) Vs (37.14)
Im letzten Schritt haben wir die Grof3en /_1(‘3 eingefiihrt:
AL = ngp Aﬁ n’? (37.15)
Wir multiplizieren dies mit A :
AY AL =nap AE VP AL =070y =82 (37.16)
Im vorletzten Schritt wurde (34.19) verwendet. Analog hierzu gilt

A§ &Y = A5 nap AL 0 = 0P nep = 8§ (37.17)

Im vorletzten Schritt wurde Aj§ Ag n’% = n# verwendet. Dies folgt aus (34.19),
ATy A = 15, wenn man hierin die kontravarianten Komponenten von n = n*P)
verwendet.

Aus (37.16) folgen die Riicktransformationen

VY=g vE =AY Ag VB =AY v (37.18)
Vy =80 Vg =AL AS Vg =A%V, (37.19)

Wir fassen zusammen: Kontravariante Vektoren werden mit A%, kovariante mit /_\g
transformiert. Die jeweils andere Grofle vermittelt die Riicktransformation.

Wir gehen noch kurz auf die Matrixschreibweise ein. Fiir die Matrix A = (Ag)
haben wir mit (34.16) vereinbart, dass der obere Index die Zeile angibt, und der
untere die Spalte. Wenn wir die rechte Seite von (37.15) als (nAn)‘; schreiben,
dann ist o der Zeilenindex der Matrix nAn, und § der Spaltenindex. Fiir /_\2 auf
der linken Seite muss dies aber genau anders herum sein. Daher wird (37.15) in
Matrixschreibweise zu

A=(nan)' (37.20)

Da nun sowohl in A% wie in /_1:; der obere Index der Zeilen- und der untere der
Spaltenindex ist, entsprechen (37.16) und (37.17) den Matrixgleichungen AA = 1
und AA = 1. Hieraus folgt

AT = A= (nan)" (37.21)
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Wir diskutieren dieses Ergebnis noch anhand der Spezialfille einer bloen Drehung
(36.4) und einer bloBen Geschwindigkeitstransformation (36.11). Die jeweiligen
Umkehrtransformationen

A @) = A@@D) (37.22)
A7 ) = A(—v) (37.23)
konnen direkt aus (36.4) und (36.11) abgelesen werden (« bezeichnet hier die ortho-
gonale 3 x 3-Matrix der Drehung). Auf der rechten Seite von (37.20) bedeutet die
Multiplikation mit den 7’s, dass die 00- und ij-Komponenten unveréndert bleiben,
und dass die 0i-Komponenten ihr Vorzeichen édndern (also v — —wv). Die Trans-

ponation vertauscht dann noch die i j-Komponenten; wegen o~ ! = o7 kehrt dies
gerade eine Drehung um.

Minkowski- und Levi-Civita-Tensor

Durch (37.10) sind (1) und (n®P) als konstante Matrizen definiert. Tatséchlich
konnen wir diese indizierten Groen auch als Tensoren auffassen und mittransfor-
mieren, denn

Mg = AL Aynys = AL Ay AL A nuy = nap (37.24)
Im letzten Schritt wurden (37.16) und (37.17) verwendet. Der Tensor n wird Min-
kowskitensor genannt. Wegen

o« G19 o
% = 5 = 8 (37.25)

ist auch das Kroneckersymbol Sg ein 4-Tensor. Da 1 symmetrisch ist, konnen die
Indizes iibereinander geschrieben werden, n%g = g% = n%.

Eine weitere konstante Grofle, die als Tensor im Minkowskiraum aufgefasst
werden kann, ist der total antisymmetrische Tensor:

+1 falls («, B, y, 8) gerade Permutation von (0, 1, 2, 3)
€7 = 1 _1 falls (a, B, y, 8) ungerade Permutation von (0, 1,2, 3) (37.26)
0  sonst

Fiir det A = 1 zeigt man leicht (Aufgabe 37.1), dass dieses Levi-Civita-Symbol
zugleich ein Tensor im oben definierten Sinn ist, das heift

€Y = A% AL AT, AL PV = oy (37.27)
Die kovarianten Komponenten werden durch
€afys = Naa Npp Ny o €770 = —e*P° (37.28)

definiert.
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Tensorfelder

Der Vollstdndigkeit halber geben wir noch die Definition von Lorentztensorfeldern
an; in der Mechanik benétigen wir sie nicht. Die Funktionen S(x), V¥(x) und
TP (x) sind jeweils ein Skalar-, Vektor- oder Tensorfeld, falls

§'(x) = S(x) (37.29)

oder
Veu) = A5 V) (37.30)

oder
TP (x') = A% A5 TV (x) (37.31)

Hierbei sind die Argumente mitzutransformieren, also x’ = (x’%) = (A% xP.
Tensorfelder konnen nach den Argumenten abgeleitet werden. Wir zeigen, dass
sich die partielle Ableitung d/dx“ wie ein kovarianter Vektor transformiert. Es gilt

9 axP 9
9x'®  gx'@ 9xP (37.32)

Da dx? ein Lorentzvektor ist, gilt (37.18), also dxP = Zf dx’*. Hieraus folgt

axP —8
Damit ergibt sich
_, 0
_ AB
r Al o1F (37.34)
Also transformiert sich 5
0y = Py (37.35)

gemil (37.14) und ist damit ein kovarianter Vektor. Entsprechend ist

30{

a
— (37.36)
00Xy
ein kontravarianter Vektor. Aus der Vektoreigenschaft von d* und 9, folgt, dass der
d’Alembert-Operator

1 92

O =89, = n°P 9,05 = S57 (37.37)

kovariant unter Lorentztransformationen ist.
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Aufgaben
37.1 Levi-Civita-Tensor im Minkowskiraum

Zeigen Sie, dass der Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor 4-ter Stufe ist, also dass

€I = (det) AG Afy AT, A5 PV (37.38)

gleich P79 ist.



38 Bewegungsgleichung

Wir stellen die relativistische Verallgemeinerung des 2. Newtonschen Axioms auf.
Hieraus folgt die relativistische Form der Energie eines freien Teilchens. Die Aqui-
valenz von Masse und Energie wird begriindet.

Das 2. Newtonsche Axiom lautet

m Z—: = Fy (nichtrelativistisch) (38.1)
Fiir die Kraft haben wir das Symbol Fy anstelle des bisherigen F verwendet. Das
hat zwei Griinde: In Teil IX soll F den rdumlichen Anteil der relativistischen Kraft
bezeichnen. AuBerdem wird die Newtonsche Kraft Fy noch in besonderer Weise
spezifiziert.

Das Inertialsystem, in dem das Teilchen die Geschwindigkeit v(¢) hat, bezeich-
nen wir mit IS. Wir betrachten nun das momentane Ruhsystem IS’, das sich relativ
zu IS mit der konstanten Geschwindigkeit v(#y) bewegt. In IS’ ruht das Teilchen
momentan (zur Zeit t = t). Eine Bewegungsgleichung wie (38.1) bezieht sich auf
einen Zeitpunkt und seine Umgebung. In diesem Bereich (fp — dt < t < to + dt)
sind die Geschwindigkeiten in IS’ beliebig klein. Newtons 2. Axiom ist gut bestitigt
fiir Geschwindigkeiten v < ¢. Wir gehen daher davon aus, dass Newtons 2. Axiom
in IS’ exakt gilt:

dv’
m
dr’

Die Striche beziehen sich auf die IS’-Koordinaten (x'*) = (ct’, x’, y/, 7’). Die Gro-
Ben m und Fy werden unten spezifiziert. Aus (38.2) konnen wir die relativistische
Bewegungsgleichung in einem beliebigen IS ableiten.

Wie in Kapitel 2 erldutert, impliziert Newtons 2. Axiom die Definition der Mas-
se m und der Kraft Fy als Messgroen. Wir iibernehmen diese Definition, beziehen
sie jetzt aber auf (38.2). Dies bedeutet:

= Fy (relativistisch giiltig in IS") (38.2)

m = Masse in IS’ = Ruhmasse (38.3)
Fy = KraftinIS (38.4)

Wir definieren die Kraft und die Masse also weiterhin im Newtonschen Sinn, be-
ziehen diese Definition jetzt aber auf das momentane Ruhsystem. In der Newton-
schen Mechanik sind diese GroBen unabhingig vom IS, also m(IS) = m(IS’) und
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Fy(S) = Fy(IS'); in diesem Zusammenhang schlieBen wir wie in (5.19) Reibungs-
krifte aus. In einer nichtrelativistischen Ndherung kann man daher die Unterschiede
zwischen der jeweiligen Grofle in (38.2) und in (38.1) vernachlédssigen. Im relati-
vistischen Fall ist (38.1) aber ungiiltig; die richtige Gleichung ist (38.2) mit den in
(38.3, 38.4) definierten Grofien.

Newtons 2. Axiom bezieht sich auf einen Massenpunkt mit der unverédnder-
lichen Eigenschaft ,,Masse m*. Dementsprechend wenden wir die relativistische
Gleichung auf Punktteilchen an, die eine konstante Ruhmasse m haben. Dies trifft
insbesondere auf Elementarteilchen zu, hdufig aber auch auf komplexe Teilchen,
die idealisiert als Massenpunkte beschrieben werden.

Die Wechselwirkung des Teilchens mit seiner Umgebung hingt im Allgemeinen
vom Ort und von der Zeit ab. Die Newtonsche Kraft ist dann ein Kraftfeld Fy(r, 7).

Aus einer giiltigen Gleichung in IS’ ergibt sich die entsprechende Gleichung
in IS durch eine Lorentztransformation; dies folgt aus Einsteins Relativitétsprinzip.
Wir konnen also von (38.2) durch eine Lorentztransformation zu der relativistischen
Bewegungsgleichung in einem beliebigen IS kommen. Tatséchlich gehen wir etwas
anders vor: Wir stellen eine 4-Vektorgleichung auf, die sich in IS’ auf (38.2) re-
duziert. Diese Gleichung ist dann in IS’ giiltig; eine Lorentztransformation in ein
anderes IS eriibrigt sich aber aufgrund ihrer 4-Vektoreigenschaft.

Die Bahnkurve des Massenpunkts in IS kann in folgenden Formen dargestellt
werden:

x'=x'@) oder x%=x%) (Bahnkurve) (38.5)

Dabei ist t die Zeit, die eine mit dem Massenpunkt verbundene Uhr anzeigt. Nach
(35.13) kann t durch die IS-Zeit ¢ ausgedriickt werden:

2 dt
dv=di |1 — ”(? . (38.6)
c y

Die Bahnkurve x (¢) legt v/ = dx’/dt und damit t = ¢ (t) fest; dadurch sind auch
x0 = ct(r) und x' = xi(7) gegeben. In den vier Funktionen x“(7) ist also die
gleiche Information enthalten wie in den drei Funktionen x' (¢).

Die naheliegende Verallgemeinerung der Geschwindigkeit v/ = dx'/dt ist die

4-Geschwindigkeit u®,

o
a_dx

dt

Nach (34.17) ist dx“ ein 4-Vektor und dt ist nach (35.15) ein 4-Skalar; also is_t

u® ein 4-Vektor. Die 4-Geschwindigkeit u® kann durch die 3-Geschwindigkeit v’

ausgedriickt werden:
dx% dx' dx? dx? (c, v!, v2, v3)

ay — - = = )= = , 38.8

(u) y(dt dt ~ dt dt) /1 —v2/c2 y(c v) ( )

Im letzten Schritt haben wir in einer iiblichen Notation die raumlichen Komponen-
ten zu einem Vektor zusammengefasst.

(4-Geschwindigkeit) (38.7)
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Die naheliegende relativistische Verallgemeinerung der linken Seite von (38.2)
ist m du®/dt. Die in (38.3) spezifizierte Ruhmasse m ist ein 4-Skalar. Daher ist
m du®/dt ein 4-Vektor. Die zugehorige Kraft muss dann ebenfalls ein 4-Vektor
sein, der mit F'“ bezeichnet wird. Dies ergibt

=F¢ Bewegungsgleichung (38.9)

Aquivalente Formulierungen hierzu sind

dp® d2 o
dif —F* oder m ﬁ iy (38.10)

Dabei haben wir mit dem 4-Impuls

() = () = (

mc muv
\/1 —v2/c? ' V1 —v2/c2

einen weiteren 4-Vektor eingefiihrt.

In (38.9) sind m, u* und t bereits definiert, wihrend F'“ ein noch nicht spezi-
fizierter 4-Vektor ist. Wir bestimmen F¢ aus der Bedingung, dass (38.9) in IS’ zu
(38.2) wird. Dazu driicken wir du®/dt durch v und dv/dt aus,

du® d(yc) d(yv) y* dv 2 dv
— ) = ==v — — 12
(d‘r ) y( dt ~  dt ) 2 (c.v)+y <O’ dt) (38.12)

) (4-Impuls)  (38.11)

Im momentanen Ruhsystem IS” wird dies zu

du’® dv’
( e ): ((), W) (38.13)

Bei der Ableitung ist zu beachten, dass in IS’ zwar v = 0 gilt, nicht aber dv’/dt’ =
0; deshalb kann man bei der Berechnung von du’*/dt nicht von (u'*) = (c, 0)
ausgehen. Mit (38.13) schreiben wir (38.9) in IS’ an,

N du'® dv'\ (382
(F'*)=m ( e ):m (0, W) =" (0, Fy) (38.14)

Dadurch ist F'* in IS’ festgelegt. Das IS, in dem sich das Teilchen mit v bewegt, ist
von IS’ aus durch eine Lorentztransformation mit —v zu erreichen. Daher gilt

Fo 0
, F! F . .
FY — %(_v) F'F | = A(—v) i (Minkowskikraft)
N
F3 R

(38.15)
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Hierdurch ist F¢ als 4-Vektor definiert. Die Groe F* wird Minkowskikraft ge-
nannt. Die Kraft Fy auf der rechten Seite ist die Newtonsche Kraft im momentanen
Ruhsystem.

Auf dem Weg zu (38.9) haben wir GroBen mit dem Hinweis eingefiihrt, dass dies
die jeweils ,,naheliegende relativistische Verallgemeinerung* sei. Die Giiltigkeit von
(38.9) folgt unabhingig von diesem Plausibilitdtsargument aus:

1. Gleichung (38.9) ist eine 4-Vektorgleichung.
2. Gleichung (38.9) ist in IS’ giiltig.

Wir haben gezeigt, dass die Bewegungsgleichung in IS’ mit (38.2) iibereinstimmt,
also giiltig ist. Dann ergibt sich die richtige relativistische Gleichung in IS aus einer
Lorentztransformation. Diese LT muss aber nicht mehr durchgefiihrt werden, da
(38.9) ihre Form unter LT nicht dndert.

Die physikalische Grundlage von Punkt 1 ist Einsteins Relativititsprinzip und
von Punkt 2 die Giiltigkeit des 2. Axioms in IS’. Die hieraus gewonnene relati-
vistische Bewegungsgleichung fiihrt zu Vorhersagen, die signifikant von denen aus
(38.1) abweichen und experimentell iiberpriift werden kénnen.

Wir werten noch den Zusammenhang zwischen der Newtonschen Kraft Fy; und
der Minkowskikraft F* aus. Fiir die spezielle LT mit v = ve; erhalten wir aus
(38.15)

(F*) = (F°, F', F2, F?) = (y ; Ry R, R FN3) (38.16)

Wir teilen die Newtonsche Kraft Fy = Fy + Fy, in den zur Geschwindigkeit v
parallelen und senkrechten Anteil auf. Aus (38.16) lesen wir dann ab:

(F*) = (F°, F) = (y UfN” v Fay + FNL) (38.17)
Dies ist der Zusammenhang zwischen der in (38.4) spezifizierten Newtonschen
Kraft und der Minkowskikraft.

Gelegentlich findet man im Widerspruch zu (38.17) die Angabe F' = y F{.
Die Frage des ,richtigen” Zusammenhangs kann nicht im Rahmen der Newton-
schen Theorie entschieden werden, da hierfiir die Krifte (y Fy, Fi, F3) und
y (Fa, Fi?, Fd) gleichwertig sind. Aus der (unstrittigen) Form (38.9) folgt jedoch
m (0, dv'' /dt') = (0, F'") im momentanen Ruhsystem IS'. In einer relativistischen
Theorie wird man daher dieses F’ als ,,Newtonsche Kraft* bezeichnen [9]. Hieraus
folgt dann (38.17).

Als einfaches Beispiel fiir die relativistische Bewegungsgleichung betrachten
wir ein Raumschiff, das so beschleunigt wird, dass der Astronaut (Masse m) mit
seinem gewohnten Erdgewicht m g gegen den Raumschiffboden gedriickt wird. Im
jeweiligen Ruhsystem IS’ erfihrt der Astronaut die Beschleunigung g; die Newton-
sche Kraft ist also Fy = mg. Die Bewegung erfolge in 1-Richtung. Wir setzen
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dr =dt/y und F! = y Fy aus (38.16) in (38.9) ein und erhalten:
d muv(t)

Die Masse m kann gekiirzt werden. Diese Bewegungsgleichung wird in Kapitel 39
gelost. Fiir das Raumschiff selbst miisste man eine zeitabhidngige Masse und eine
entsprechende zeitabhingige Kraft ansetzen; denn durch den Brennstoffverbrauch
vermindert sich die Masse des Raumschiffs.

(38.18)

Lorentzkraft

Um die Minkowskikraft F* konkret aufzustellen, benotigt man eine relativistische
Theorie der betrachteten Wechselwirkung. Aus dem Zusammenhang (38.17) kann
F* im Allgemeinen nicht bestimmt werden, weil die in (38.4) definierte Kraft Fy
nicht oder nicht hinreichend genau bekannt ist.

Es gibt Krifte, fiir die eine relativistische Verallgemeinerung nicht moglich ist.
Dazu gehoren insbesondere die Zwangskrifte, die die Abstidnde |r ., | innerhalb ei-
nes starren Korpers konstant halten. Wie wir im letzten Abschnitt von Kapitel 35
(Haus-Stab-Experiment) diskutiert haben, steht das Konzept des starren Korpers im
Widerspruch zur Speziellen Relativititstheorie.

Als Beispiel fiir eine relativistische Theorie beziehen wir uns auf die Elektro-
dynamik. In diesem Fall konnen wir den Zusammenhang (38.17) auswerten und die
exakte relativistische Gleichung angeben. Dazu miissen wir allerdings die Lorentz-
transformation der elektromagnetischen Felder als bekannt voraussetzen; an dieser
Stelle gehen wir iiber den Rahmen der relativistischen Mechanik hinaus.

Wir betrachten ein Teilchen mit der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen
Feld. Das elektrische Feld sei E und das magnetische B; wir verwenden das GauB3-
sche MaBsystem, in dem E und B dieselbe Dimension haben. Im momentanen
Ruhsystem IS’ wirkt die Newtonsche Kraft

Fy=gqE (38.19)

auf das Teilchen; dabei ist E’ die elektrische Feldstirke in IS’. In der Elektrodyna-
mik (Kapitel 22 in [2]) leitet man den Zusammenhang zwischen E’ und den Feldern
E und B in IS ab:

E = E E =y(E. +2xB 38.20
1= Ej. =V L+C>< (38.20)

Der Index || bezeichnet den Anteil des Felds, der parallel zu v ist, der Index L den
dazu senkrechten. Die Ladung ¢ ist ein Lorentzskalar; sie dndert sich also nicht
beim Ubergang von IS’ zu IS. Wir setzen Fy = ¢ (E /\I + E /J_) auf der rechten Seite
von (38.17) ein. Unter Verwendung von (38.20) erhalten wir dann

v- E v
(F) = <qT’ q(E—i—;xB)) (38.21)
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Wir setzen dies und dt = dt/y in (38.9) ein und erhalten:

d mc?
G = v E (38.22)
d mv(t) v

Dies sind die giiltigen relativistischen Gleichungen fiir ein geladenes Teilchen in
einem elektromagnetischen Feld. Die Felder sind am Ort r = r(t) des Teilchens zu

nehmen. Auf der rechten Seite steht die Lorentzkraft F; = q (E + v x B/c).
Wenn wir fiir v < ¢ Terme der Ordnung v?/c? vernachlissigen, wird (38.23)

zu
dv(t)

m =

dt

Die Lorentzkraft kann also auch in der Newtonschen Mechanik verwendet werden;
die zugehorige nichtrelativistische Lagrangefunktion wurde in (9.46) angegeben.
Anstelle der Lorentzkraft F; konnte man hier auch die Newtonsche Kraft Fy =
g E’ verwenden; denn bis auf Terme der Ordnung v2/c? sind beide Krifte gleich.
Normalerweise wird man die Lorentzkraft vorziehen, weil in ihr die Felder in dem
Inertialsystem vorkommen, in dem man rechnet.

Gelegentlich fiihrt man die ,,relativistische Masse*

¢ (Er.n+2xB0rn) <o (38.24)

~ m
T — (38.25)

V1 —v2/c?

ein. Diese Grofle beschreibt eine mit der Geschwindigkeit zunehmende Trigheit:
Wenn zum Beispiel wie in (38.18) eine konstante Kraft auf ein Teilchen wirkt, dann
verhilt sich die nichtrelativistische Beschleunigung dv/dt so, als ob das Teilchen
immer trager wird; mit v — ¢ gehtdv/dt — 0.

Man konnte die Grofe m als Masse bezeichnen und in den Gleichungen verwen-
den. Dabei ist aber zu beachten, dass m ein 4-Skalar ist, wihrend sich m wie die
0-Komponente eines 4-Vektors transformiert. Wir ziehen es vor, die ,,relativistische
Masse* m nicht zu verwenden.

Gelegentlich wird behauptet, dass man die relativistische Bewegungsgleichung
erhilt, wenn man in Newtons 2. Axiom d (mv)/dt = Fy (Masse unter der Zeit-
ableitung) die Ersetzung m — m vornimmt. Dies ist nur bedingt richtig: Durch
diese Ersetzung erhilt man d (my v)/dt = Fy. Dies ist in der Ordnung v?/c? inkor-
rekt, denn aus (38.9) mit (38.17) folgt d (my v)/dt = Fy+ Fyy /vy ~F. Sofern
man also Fy prizise definiert (wie in (38.4)), geniigt die Ersetzung m — 7 nicht.
Andererseits konnen im nichtrelativistischen Fall Faktoren y in der Kraft vernach-
ldssigt werden. Daher ist es zuldssig, dass auf der rechten Seite von (38.24) nicht die
in (38.4) definierte Newtonsche Kraft steht; speziell fiir (38.24) fiihrt die Ersetzung
m — m zur richtigen relativistischen Gleichung (38.23).
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Relativistische Energie

Zur Diskussion von (38.22) nehmen wir an, dass das Teilchen sich in einem elektro-
statischen Feld E = —grad @ (r) bewegt. Das Teilchen hat dann die potenzielle
Energie ¢ @ (r) und die rechte Seite in (38.22) kann folgendermalien geschrieben

werden:
do(r(1))
T

dr

grad @ = —
di gra

gv-E=—q (38.26)

Damit wird (38.22) zu

d mc?
N 1) =0 38.27
i ( ORI +4q ("(U)) ( )

Hieraus folgt y mc* + g @ = const. oder ausfiihrlicher

me? 4+ m(y—-1) + g d(r) = const. (38.28)
~—— —_— ——
Ruhenergie Kinetische Energie Potenzielle Energie

Damit haben wir eine Erhaltungsgrofie aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet.
Aus der bekannten Bedeutung von g @ (potenzielle Energie) folgt, dass es sich
um die Energie des Teilchens im Potenzial handelt. Die ersten beiden Terme in
(38.28) werden zusammen auch als relativistische Energie oder Energie des freien
Teilchens bezeichnet:

mc2

E = ———— = relativistische Energie (38.29)

V1 —=v2/c?

Im nichtrelativistischen Grenzfall erhalten wir hieraus

,  mv? mv*
E=mc +T+(9 — v<o) (38.30)
¢
Als kinetische Energie bezeichnet man die Energie, die notig ist, um das ruhende

Teilchen auf die Geschwindigkeit v zu bringen, also

2
mc 2

Eyin=EWw) — E0) = —— —mc (38.31)

V1 —v2/c?

Im nichtrelativistischen Grenzfall wird dies zu Eyin ~ m v? /2.

Aquivalenz von Masse und Energie

Die Bewegungsgleichungen (38.1), (38.2) und (38.9) beziehen sich auf einen Mas-
senpunkt mit m = const. Hierfiir ist die Ruhenergie

Ey = mc? (Ruhenergie) (38.32)
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nur eine unwesentliche Verschiebung des Energienullpunkts. Diese Aussage bleibt
richtig, solange wir uns auf Prozesse beschrinken, bei denen die Massenpunkte
(Teilchen mit bestimmter Ruhmasse) erhalten bleiben. Die Beziehung (38.32) hat
aber eine viel weitergehende Bedeutung, die wir im Folgenden erldutern.

Es ist die Energie E inklusive der Ruhenergie, die bei Prozessen in abgeschlos-
senen Systemen erhalten bleibt; dies folgt in einer allgemeineren Betrachtung aus
der Zeittranslationsinvarianz. Fiir ein System aus N unabhingigen Teilchen bedeu-
tet dies

N N N
E = Z E, = Z Exin,v + Z muc2 = const. (38.33)

v=I v=l1 v=1

Die kinetische Energie Y Exin,» und die Ruhenergie > m, c? jeweils fiir sich
sind dagegen im Allgemeinen nicht erhalten.

Als Beispiel betrachten wir N Neutronen (Masse my,) und Z Protonen (Masse
m,), die zunichst (im Anfangszustand) ohne Wechselwirkung untereinander seien.
In einem Prozess konnen sich diese Nukleonen einen Atomkern (Masse M) bilden;
dies sei der Endzustand. Die Energieerhaltung gilt natiirlich wihrend des gesamten
Prozesses, der hier nicht weiter spezifiziert wird. Wir betrachten die Energieerhal-
tung fiir den Anfangszustand und den Endzustand, da wir hierfiir (38.33) verwenden
konnen:

(Nmy+ Zmy) * = Mgc® + AE' (38.34)

Die GroBe AE’ ist die kinetische Energie des Atomkerns im Endzustand abziiglich
der kinetischen Energie der Nukleonen im Anfangszustand. Sofern bei dem Pro-
zess Strahlung abgegeben wird, triigt ihre Energie auch zu AE’ bei. Verkiirzt (aber
zugleich allgemeiner) formulieren wir das Ergebnis als

AE' = Am ¢? (38.35)

Diese Aussage wird als Aquivalenz von Masse und Energie bezeichnet. Jede Mas-
seninderung impliziert eine zugehdrige Anderung der Energieanteile, die nicht in
Form von Ruhmasse vorliegt.

Fiigen wir N 4+ Z Nukleonen zu einem Atomkern zusammen, so wird im Mittel
eine Energie von etwa 8 MeV pro Nukleon frei. Die Gesamtmasse des Atomkerns
ist dann nicht Nm,+ Zm,, sondern um den Massendefekt Am ~ 8(N+Z) MeV/ c?
kleiner. Dieser Massendefekt wird als Energie AE’ frei (etwa als kinetische Energie
oder als Strahlung). Der Massendefekt pro Nukleon ist fiir mittelschwere Kerne (um
Eisen herum) am grofiten; deshalb wird bei der Kernspaltung schwerer Kerne und
bei der Kernfusion leichter Kerne Energie frei.

Die Aussage (38.35) wir hiufig auch in der Form E = mc? angegeben. Physika-
lisch relevant ist die Aquivalenz von Masse und Energie aber gerade bei Umwand-
lungsprozessen; insofern ist eine Angabe mit AE’ und Am adéiquat. Wir verwenden
hier die Bezeichnung AE’ und nicht AE, weil sich diese Energieéinderung nicht di-
rekt auf die Energie E aus (38.29) bezieht.
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Maximale Teilchengeschwindigkeit

Aus

ch v—c¢

E=—J#6" "> © (38.36)
V1 —v2/c?

folgt, dass die Geschwindigkeiten von Teilchen mit einer Masse m /40 durch
v<c (Teilchen mit m /4~0) (38.37)

beschrinkt sind. Dies impliziert auch die Unmoglichkeit eines konkreten IS (etwa
eines Raketenlabors) mit v > c. Solche IS hatten wir bereits in (34.29) ausgeschlos-
sen.

Fiir ein Teilchen mit endlicher Energie E folgt aus (38.29) m — 0 fiir v — c.
Tatsédchlich gibt es masselose Teilchen (Photonen, Neutrinos), die sich mit Licht-
geschwindigkeit bewegen. Aus den Grundannahmen der SRT folgt, dass diese Teil-
chen in jedem IS Lichtgeschwindigkeit haben, also

v=c (Teilchen mit m = 0) (38.38)

Es gibt keine Teilchen (oder Vorginge, die eine Wirkung iibertragen), die sich mit
Uberlichtgeschwindigkeit bewegen.

Relativistischer Impuls
Die Bewegungsgleichung (38.23) kann in der Form

dp v
ar _, (E + - x B) (38.39)
dt c
geschrieben werden, wobei wir den (relativistischen) Impuls
mv
p = —
V1 —v2/c?

eingefiihrt haben. Im nichtrelativistischen Grenzfall wird p zum Newtonschen Im-
puls py =mv,

= Impuls (38.40)

2
v
p=mv+0 <6_2> ~ Pn (v K<) (38.41)

Dies legt die Bezeichnung Impuls fiir p nahe. Der tiefere Grund fiir diese Bezeich-
nung ist (dhnlich wie bei der Energie), dass in Prozessen im abgeschlossenen Sys-
tem der Gesamtimpuls Y p, erhalten ist. Formal folgt diese ErhaltungsgroBe aus
der raumlichen Translationsinvarianz.

Die Komponenten des 4-Impulses (38.11) bestehen aus der (relativistischen)
Energie E und dem (relativistischen) Impuls p,

(p*) = [ ——2= e —<E ) (38.42)
Po= V1= J1=ver) P .
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Energie-Impuls-Beziehung

Aus (38.42) folgt
E? = m?ct + 2 p? (38.43)

Diese Beziehung kann auch aus dem Wegelement ds” und der Beziehung (35.15)
fiir die Eigenzeit abgeleitet werden:

ds? = 2dt? = Nap dx%dx?P — = Nap uub (38.44)
Hieraus folgt
Nap po‘pﬁ = m3c? (38.45)

Wegen (p%) = (E/c, p) ist dies dquivalent zu (38.43).
Wir betrachten die Energie-Impuls-Beziehung im nichtrelativistischen und im
relativistischen Grenzfall:

mc* + p*/2m Ipl <K mc
E = /m2c* 4+ 2p? ~ { ( ) (38.46)
clpl (Ipl>mc)

Die Beziehung (38.43) gilt auch fiir Teilchen mit verschwindender Ruhmasse, wie
Photonen oder Neutrinos,

E=c|p| (m =0) (38.47)

Allerdings kann die hier gegebene Ableitung nicht direkt auf masselose Teilchen
tibertragen werden (wegen dt = 0 fiir m = 0).

Aufgaben
38.1 Konstanz von u®u,

Die Anfangsbedingung fiir u®(0) erfiillt die Bedingung u®u, = c>. Zeigen Sie,
dass dann die Losung u“(t) der Bewegungsgleichung m du®/dtv = F* diese Be-
dingung ebenfalls erfiillt. Dabei ist die Minkowskikraft

1

Ny

I
(F) = (y =Ly By + B y = (38.48)

’
c

durch die Newtonsche Kraft Fy gegeben.
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Wir berechnen die relativistische kinetische Energie zweier kollidierender Teilchen
im Labor- und im Schwerpunktsystem. Danach losen wir die relativistische Bewe-
gungsgleichung fiir eine konstante Kraft. Anhand dieser Losung diskutieren wir das
sogenannte Zwillingsparadoxon.

Kinetische Energie im Labor- und Schwerpunktsystem

Um ein ruhendes Teilchen auf die Geschwindigkeit v zu bringen, wird die kinetische
Energie

2
mc 2

Eyin=E() — E(0) = ———— —mc (39.1)
V1 —v2/c?
benotigt. Wir betrachten zwei gleiche Teilchen (m; = my = m), die aufeinander
geschossen werden (Abbildung 39.1). Die Summe

K = Exin(v1) + Exin(v2) (39.2)

ihrer kinetischen Energien soll im Schwerpunktsystem (SS) und im Laborsystem
(LS) berechnet werden.

Im abgeschlossenen System ist der Schwerpunktimpuls P = p,+ p, der beiden
Teilchen konstant; der Schwerpunkt bewegt sich also gleichformig. Daher gibt es
ein Inertialsystem, in dem der Schwerpunkt ruht. In diesem Schwerpunktsystem SS
addieren sich die relativistischen Impulse der beiden Teilchen zu null:

pi@)+ p,(t) =0 (SS) (39.3)

Aus (38.49) und m| = m; folgt dann vy (¢) = —v,(2).

Solange die beiden Teilchen nicht wechselwirken, sind die Geschwindigkeiten
v1(¢) und v, (¢) konstant. Vor der Kollision ist die Geschwindigkeit des Teilchens
2 im SS daher gleich einer konstanten Geschwindigkeit, die wir mit v,(—oc0) be-
zeichnen. Durch eine Lorentztransformation mit der Geschwindigkeit — v, (—00)
gelangen wir vom SS in ein anderes IS, in dem das Teilchen 2 vor der Kollision
ruht. Dieses Laborsystem LS ist durch

vh(—o00) =0  (LS) (39.4)

definiert. Die Grofien des LS werden durch einen Strich gekennzeichnet.

335
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LS : SS
1 2 1 2
— > T PO —_— > i — o
vp=V v, =0 vy =v vy =—v

Abbildung 39.1 Die Streuung zweier Teilchen, 1 und 2, wird im Laborsystem LS (links)
und im Schwerpunktsystem SS (rechts) betrachtet. Die Abbildung zeigt die Situation vor der
Kollision. Fiir gleiche Massen sind die Geschwindigkeiten im SS entgegengesetzt gleich,
V) = —VUy =0.

Das System mit (39.4) heifit Laborsystem, weil man bei einem Laborexperi-
ment meist einen Teilchenstrahl (Teilchen 1) auf ein ruhendes Target (Teilchen 2)
schieft. In der theoretischen Behandlung steht dagegen das SS im Vordergrund;
so fiihrt die Losung des Zweikorperproblems zundchst zum Wirkungsquerschnitt
im SS (Kapitel 18). Es gibt noch einen anderen Punkt, der das SS auszeichnet:
Die kinetische Energie im SS steht zur Anregung anderer Freiheitsgrade zur Verfii-
gung, also insbesondere zur Produktion neuer Teilchen. Bei der Reaktion bleibt der
Schwerpunktimpuls P = p, + p, erhalten. Damit steht die Energie P?/2M nicht
zur Erzeugung neuer Teilchen zur Verfiigung. Diese ‘reservierte’ Energie ist im SS
minimal (ndmlich null). Fiir die Erzeugung eines Teilchens der Masse M gilt daher
die Bedingung

(Voraussetzung fiir die Erzeugung

2
Kss > Mc eines Teilchens der Masse M)

(39.5)
Neben Kgs kann bei einer Umwandlung auch noch die Energie zur Verfiigung ste-
hen, die in den Ruhmassen der Teilchen vor der Kollision enthalten ist. Dies spielt
aber bei der Erzeugung schwerer Teilchen keine wesentliche Rolle.

Bei der Kollision ist auch der Drehimpuls erhalten, so dass der entsprechende
Anteil der kinetischen Energie nicht zur Verfiigung steht (auch nicht im SS). Die
maximale Energie Kgg steht daher nur fiir die Kollisionen mit Stoparameter null
(also fiir verschwindenden Drehimpuls) zur Verfiigung.

Wir beziehen uns im Folgenden auf die Situation vor der Kollision. Dann sind
alle Geschwindigkeiten parallel oder antiparallel zu der Richtung von v| = —uv»;
wir geben daher nur die Komponenten in dieser Richtung an. Wir betrachten zu-
nichst die Geschwindigkeiten im SS:

SS: vi=v, wv=—v, Vsg=-—v (t = —00) (39.6)
Dabei ist v = v{(—00) = —vy(—00). Der Ursprung vom LS fillt fiir r = —oo mit
dem Teilchen 2 zusammen; daraus folgt v;s = —v. Eine Lorentztransformation mit

—v fiihrt daher vom SS zum LS. Im LS gilt:
LS: vi=V, =0, vx=v (t = —00) (39.7)

Dabei folgt v, = 0 aus der Definition des LS, und vss = v aus der in (39.6) ange-
gebenen Relativgeschwindigkeit zwischen SS und LS.
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Die Geschwindigkeit V des Teilchen 1 vor der Kollision soll im Folgenden mit
dem Wert von v verkniipft werden. Sie ergibt sich aus der Addition von vy = v
(Geschwindigkeit des Teilchens im SS) und vgs = v (Geschwindigkeit von SS).
Nach (36.21) gilt hierfiir

v+v
V=r-——F— 39.8
1+v2/c? (39.8)
und fiir die zugehorigen Rapidititen
v(V)=24() (39.9)

Wir berechnen die kinetische Energie K im LS und SS und geben jeweils den nicht-
relativistischen und den relativistischen Grenzfall an:

Ko — mc? B > mv?/2 (v<o) (39.10)

Ls = M-V me = {mczcoshw(V) Ww>1n
. 2mc? 2 | 2mv?)2) (v <o)

s = fimwga T { 2meoshp @) > )

Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt V ~ 2v und
Kis =2 Kss (v<o) (39.12)

Fiir den relativistischen Grenzfall verwenden wir
exp(2x) +exp(—2x) _ exp(2x)
2 )

. 2
~ 2 <exp(x) +2exp( x)> = 2 cosh’x (x> 1

cosh(2x) = (39.13)

Dies ist schon fiir x = 2 eine brauchbare Niherung. Mit cosh ¥ (V) ~ 2 cosh? ¥ (v)
erhalten wir

(Kss)?
Kig ~
LS 2mc?

(v > 1) (39.14)

Erzeugung eines Z°-Teilchens

Wie das folgende Beispiel zeigt, konnen die Unterschiede zwischen (39.12) und
(39.14) sehr groB sein. Wir betrachten die Erzeugung eines Z°-Teilchens in einer
Kollision von Elektronen mit Positronen oder von Protonen mit Antiprotonen,

et+e” - Z2° oder p+p — Z° (39.15)

Eine Theorie von Glashow, Salam und Weinberg, die in den sechziger Jahren ent-
wickelt wurde, postulierte die Existenz des 70 Teilchens. Es sollte eine Masse der
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GroBe M(Z°) ~ 90 GeV / ¢? und dieselben Quantenzahlen wie das Photon haben.
Die Erzeugung des Z ist in einem Experiment mit zwei aufeinander gerichteten
Teilchenstrahlen moglich, wenn die Teilchen in jedem Strahl mindestens eine Ener-
gie von etwa Ej, = 50 GeV haben. In diesem colliding beam —Experiment steht
die Energie

Kss = 2 Egin = 100 GeV (39.16)

zur Erzeugung neuer Teilchen zur Verfiigung. Mit einem solchen Experiment
(Proton-Antiproton-Kollision) wurden die Z°~Teilchen erstmalig im Jahr 1983 am
CERN nachgewiesen.

Wollte man das gleiche Experiment im LS! ausfiihren, also etwa einen Teilchen-
strahl auf Materie mit praktisch ruhenden Teilchen richten, so miissten die Teilchen
im einfallenden Strahl die Energie

_ (Kss)? _ (100GeV)> [ 107Gev  (ef —e")
2mc? 2mc? 5.103 GeV (P—p)

Kis (39.17)

haben; dabei haben wir m.c? ~ 0.5 MeV und mp02 ~ 1 GeV verwendet. Im
LS ist daher die Erzeugung von Z°~Teilchen in einem Beschleunigerexperiment in
absehbarer Zukunft ausgeschlossen.

Hyperbolische Bewegung

In diesem Abschnitt 16sen wir die relativistische Bewegungsgleichung fiir eine kon-

stante Kraft,
d muv

dr V1 —2/c?

Wir betrachten zwei Anwendungsbeispiele fiir diese Gleichung:

= F = const. (39.18)

e Ein Teilchen mit der Ladung ¢ wird in einem homogenen und konstanten
elektrischen Feld E beschleunigt. Dann wird (38.23) zu (39.18) mit F = g E.

e Eine Rakete im interstellaren Raum wird, bezogen auf ihr jeweiliges mo-
mentanes Ruhsystem IS’, konstant mit g beschleunigt. Auf jeden Korper der
Masse m in der Rakete wirkt die Kraft m g. Fiir diesen Fall haben wir die Be-
wegungsgleichung bereits in (38.18) angegeben. Wenn wir (38.18) mit dem
konstanten Einheitsvektor g /g multiplizieren, erhalten wir (39.18) mit

F=mg (39.19)

Speziell fiir g = 10m/ s2 wird der mitfahrende Astronaut immer mit seinem
Erdgewicht auf den Boden der Rakete gedriickt; er fiihlt sich ,,wie zu Hause*.

'Die Systeme SS und LS sind in Abbildung 39.1 definiert. Abweichend hiervon kénnte man
unter ,,Laborsystem‘ auch das System verstehen, in dem der experimentelle Aufbau ruht.
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Wir haben m nicht auf die Masse der Rakete bezogen, weil diese sich bei kon-
ventionellem Antrieb zwangsldufig dndert. Mit abnehmender Raketenmasse
soll der Schub so abnehmen, dass (39.19) gilt.

Wir 16sen die Bewegungsgleichung (39.18) fiir die Anfangsbedingung
v(0)=0 (39.20)

Wir teilen die Geschwindigkeit in den zu F parallelen und senkrechten Anteil auf,
v = v + v . Aus der Anfangsbedingung folgt dann

v (t)=0, v=1v =v() ¢ (39.21)

Hiermit und mit ' = m g wird (39.18) zu

4a_ v _
a l—vRj °

Fiir F = g E ist die rechte Seite durch g E/m zu ersetzen. Die Integration ergibt

(39.22)

v(t)
71 = =gt (39.23)
Wir 16sen dies nach v(t) auf,
gt gt (1 <kKc/g)
)= —————~ 39.24
v V14 g2t2/c? { c > c/g) ( )

Fiir kleine Zeiten erhalten wir das Newtonsche Resultat v = g, fiir grofle Zeiten
nihert sich v asymptotisch der Lichtgeschwindigkeit (Abbildung 39.2, links).

Wir legen die x-Achse in Richtung der Kraft, also e| = e, und v(t) = dx/dt.
Aus (39.24) und der Anfangsbedingung x (0) = 0 folgt dann

2 2.2 2/
x(t)=c_(1/1+%_1>=igt/ , (t<clo (39.25)
g ¢ ct—c*/g  (t>c/g)

Im x-z-Diagramm (Abbildung 39.2, rechts) ist dies eine Hyperbel im Gegensatz
zur nichtrelativistischen Parabel x = gr?/2. Daher wurde dieser Abschnitt mit
,.-Hyperbolische Bewegung* iiberschrieben.

Wihrend die Geschwindigkeit sich asymptotisch ¢ ndhert, steigt die Energie

immer weiter an:
2 2.2
E:\/ILﬁ =me 1450 (39.26)
—v2/c c
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v(t) x(t) 5
gre/2 /

t t

Abbildung 39.2 Geschwindigkeit und Weg als Funktion der Zeit fiir ein Teilchen, auf das
die konstante Kraft m g wirkt. Die Geschwindigkeit (links) wichst anfangs linear mit der
Zeit an, v = gt, weicht dann fiir t  ¢/g deutlich hiervon ab und néhert sich asymptotisch
der Lichtgeschwindigkeit. Die klassische Parabelbewegung im x-z-Diagramm (rechts) wird
durch eine Hyperbel ersetzt.

Zwillingsparadoxon

Ein Raumschiff werde mit dem fiir den Astronauten komfortablen Wert g =
10m/s> von der Erde weg beschleunigt. Diese Beschleunigung wird aufrecht-
erhalten, bis im Raumschiff 5 Jahre vergangen sind. Wihrend der nichsten 5 Jahre
Raumschiffzeit wird mit —g gebremst. Danach kehrt das Raumschiff in entspre-
chender Weise (weitere 5 Jahre mit —g, und 5 Jahre mit g) zur Erde zuriick. Ein
Zwillingsbruder des Astronauten bleibt auf der Erde zuriick. Der Astronaut ist nach
seiner Riickkehr um 20 Jahre élter, der zuriickgebliebene Zwilling ist jedoch we-
sentlich dlter.

Die Grundlagen fiir die Berechnung der Zeiten wurden im Abschnitt ,,Bewegte
Uhr* in Kapitel 35 angegeben. Dort wurde auch diskutiert, dass die experimentelle
Situation fiir den Uhrenvergleich entscheidend ist. Im hier betrachteten Experiment
befindet sich der auf der Erde zuriickbleibende Zwilling (ndherungsweise) in einem
IS, wihrend das Raumschiff ein Nicht-IS darstellt. Das Ergebnis (unterschiedliches
Alter der Zwillinge) erscheint nur dann paradox (daher der Name ,,Zwillingspara-
doxon‘‘), wenn man diesen Umstand nicht beriicksichtigt.

Wir fiihren die Rechnung in einem IS durch, in dem die Sonne ruht. Wegen
vg/c & 10~* « 1 ist die Erdzeit #; etwa gleich der IS-Zeit, #z ~ t. Im betrachteten
IS fiihrt das Raumschiff wihrend der ersten fiinf Raumschiffjahre die berechnete
hyperbolische Bewegung aus. Beim Start des Raumschiffs stellen wir eine Erd- und
eine Raumschiffuhr auf null, also t = ¢ = 0. Mit dieser Anfangsbedingung fiir
T = t(¢) integrieren wir

2 dt
dv =di /1 - ”(tz) ez 4 (39.27)
c 1+ g%12/c?
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zu

t
T = ¢ arsinh st oder t= < sinh 8t (39.28)
8 c 8 c

Fiir g¢ = 10m/s? gilt
€ ~097a (39.29)
8
wobei a das Einheitszeichen fiir ein Jahr ist. Damit erhalten wir
t~84a fir t=>5a (39.30)

Wihrend der vier Abschnitte der Reise durchlduft der Verzerrungsfaktor (1 —
v(1)%/c*)/? zwischen dr und dt die gleichen Werte in gleichen Zeitabschnitten.
Daher gilt bei der Riickkehr

t~336a und 7 =20a (39.31)

Der Zwilling auf der Erde ist also um etwa 316 Jahre dlter als der zuriickkehrende
Astronaut.
Aus (39.25) folgt die Entfernung des Raumschiffs zur Zeit t = S a,

2 o212
x(r=5a)=< 1+2—1)%83Lj (39.32)
8 C

Die maximale Entfernung von der Erde betridgt somit etwa 166 Lichtjahre (Lj). Das
heif3t, dass die Geschwindigkeit des Raumschiffs fast wihrend der ganzen Reise
v & c ist. Von der Erde aus betrachtet wird die Geschwindigkeit v &~ ¢ nach etwa
einem Jahr erreicht. Die fortwihrende Beschleunigung kann diese Geschwindigkeit
und damit die schlieBlich erreichte Distanz nicht wesentlich erhohen; sie vergrofiert
jedoch das Verhéltnis ¢ /7.

Experimentell wurde die Relation zwischen 7 und t unter anderem mit Flugzeu-
gen iliberpriift. Bei den hier wesentlich kleineren Effekten muss beriicksichtigt wer-
den, dass (i) das Gravitationsfeld den Gang der Uhren ebenfalls beeinflusst (Aufga-
be 35.3) und dass (ii) eine Uhr auf der Erde sich nicht (mit der hier notwendigen
Genauigkeit) in einem IS befindet. Die Beriicksichtigung dieser Effekte fiihrt zu
einer Bestitigung der Relation zwischen dt und dt.

Beschleunigtes Bezugssystem

Die Bezeichnung Paradoxon erklart sich aus folgender Fragestellung: Vom Astro-
nauten aus gesehen bewegt sich die Erde mit —v(z). Damit durchliuft v(r)> vom
Astronauten aus gesehen die gleichen Werte wie in (39.27). Miissten dann nicht die
Uhren auf der Erde gegeniiber denen im Raumschiff nachgehen?

Die Antwort ist: Dies ist nicht so, denn das Raumschiff stellt kein IS dar. In dem
mit dem Raumschiff verbundenen Bezugssystem sind die Gesetze der SRT nicht
(jedenfalls nicht in ihrer iiblichen Form) giiltig. Insbesondere gilt die Beziehung
dt = (1 —v?/c?)'/2 dt nurin IS, nicht aber im Bezugssystem des Raumschiffs.
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Die Bindung von Gesetzen an Bezugssysteme ist nicht iiberraschend; sie tritt
auch hier nicht zum ersten Mal auf. So sind die Newtonschen Axiome nur in IS
giiltig, nicht aber in einem beschleunigten KS’. Ein Versuch des Astronauten, mit
dt = (1—v%/c¢*)/? dt den Lauf einer Erduhr zu berechnen, ist analog zum Versuch
des Billardspielers, auf einem Karussell die Bahn der Kugel mit den Newtonschen
Axiomen zu bestimmen. Ein solcher Versuch scheitert: Die Billardkugel ohne Effet
beschreibt keine geradlinige Bahn, wie sie sich aus der (unzuldssigen) Anwendung
des 1. Newtonschen Axioms ergébe.

Der Billardspieler auf dem Karussell kann aber folgendes machen: Er geht von
den giiltigen IS-Gesetzen aus und setzt dort eine Transformation fiir den Uber-
gang von IS zu KS’ ein. Dies ergibt abweichende Gesetze; es treten Scheinkriifte
(Zentrifugal- und Corioliskriifte) auf. Die so modifizierten Gesetze gelten in KS';
sie beschreiben die Bewegung der Billardkugel auf dem Karussell. In diesem Sinn
kann die Newtonsche Mechanik in einem beschleunigten KS’ angewendet werden.
Dies gilt analog fiir die relativistische Mechanik und soll hier kurz skizziert werden.

Es sind die Modifikationen in den relativistischen Gesetzen zu finden, die sich
bei einer Transformation vom IS zu einem beschleunigten KS’ ergeben. Ausgangs-
punkt der relativistischen Mechanik war das vierdimensionale Wegelement, das im
IS die Form ds* = Nap dx®dx® hat. Wir untersuchen die Form von ds? nach einer
Transformation vom IS mit den Koordinaten x* zu einem beschleunigten KS’ mit
den Koordinaten x'*. Wir betrachten speziell ein KS’, das durch folgende Transfor-
mation erreicht wird,

t=t, x=x"+°>—, y=y, 7=2 (39.33)

Der Ursprung x’ = 0 von KS’ bewegt sich in IS mit x = g#*/2. Fiir t < ¢/g ist
dies eine mogliche Transformation in das mit dem Raumschiff verbundene KS’. Wir
berechnen ds? als Funktion der Koordinaten von KS’,

2.2
t
ds? = ngp dx*dxP = *dt'’? (1 - gcz ) —2gt'dx'dt’ —dx'* —dy'? —dz7'?
(39.34)
Dies konnen wir als
ds?® = gup(x') dx'® dx'P (39.35)

schreiben. Eine solche Form erreicht man auch fiir eine beliebige Transformation
X% = x"*(x0, x!, x2, x3) anstelle von (39.33).

Die neuen Koordinaten x'* = x'*(x?, x!, x2, x?) haben im Allgemeinen nicht
die Bedeutung von IS-Koordinaten, die ja die Langen ruhender Stibe und die Uhr-
zeit ruhender Uhren angeben. So ist ¢’ in KS' nur ein Zeitparameter, der Zusam-
menhang von ¢’ mit der Zeit ruhender Uhren in KS” muss erst noch hergestellt wer-
den. Insofern ist die Wahl des Zeitparameters ¢’ auch weitgehend willkiirlich. Eine
dhnliche Willkiir besteht auch fiir die Ortskoordinaten einer allgemeinen Koordi-
natentransformation x’¢ = x'*(x%, x!, x2, x3). Die neuen Ortskoordinaten konnten
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zum Beispiel Kugelkoordinaten sein; dann ist x’3 = ¢ ein Winkel und keine Linge.
Die Bedeutung der neuen Koordinaten ergibt sich jeweils aus der Form (39.35) des
Wegelements in diesen Koordinaten.

Nach (39.35) wird der Minkowskitensor 7 in einem beschleunigten KS’ durch
die koordinatenabhingigen GroBen gqpg(x) ersetzt. Damit werden auch die relati-
vistischen Gesetze, wie etwa die Bewegungsgleichung, modifiziert. Dies ist, wie
bereits gesagt, nicht iiberraschend; es ist vergleichbar mit dem Ubergang von New-
tons 2. Axiom zur Bewegungsgleichung im rotierenden System. Ob man die neuen
(im Allgemeinen komplizierteren) Gesetze in KS’ benutzen will, ist eine Frage der
ZweckmiBigkeit.

Als Beispiel fiir die Anwendung relativistischer Gesetze in beschleunigten Sys-
temen berechnen wir mit (39.34) die Zeiten von Uhren, die in KS’ oder in IS ruhen.
Bei der Transformation haben wir ds? durch die neuen Koordinaten ausgedriickt;
der Wert und die Bedeutung von ds? andert sich dabei nicht. Nach (35.15) gilt fiir

die Anzeige einer Uhr
cdt = dsyy = /ds3, (39.36)

Wir konnen damit den Gang einer beliebigen Uhr sowohl mit der IS- wie mit der
KS’-Form von ds? bestimmen:
1
=/ Nap AXTy, d)c{?hr (Berechnung in IS)
dv = T (39.37)
- \/ 8ap (X(pe) dX{. dx® (Berechnung in KS')
c

Wir betrachten speziell eine auf der Erde ruhende IS-Uhr und eine im Raumschiff
ruhende KS'-Uhr. Fiir die Koordinatendifferenziale dieser Uhren gilt:

IS-Uhr KS’-Uhr
Rechnung in IS: dx =0 dx = gtdt (39.38)
Rechnung in KS:  dx' = —gt'dr’ dx'=0

Fiir beide Uhren giltdy = dz = dy’ = dz’ = 0. Damit konnen wir das Wegelement
(also die angezeigte Zeit) beider Uhren sowohl von IS wie von KS’ aus berechnen.
Dazu setzen wir die entsprechenden Koordinatendifferenziale und g, aus (39.34)
in (39.37) ein:

IS-Uhr KS’-Uhr
Rechnung in IS: dr =dt dt = /1 —g2t?/c? dt (39.39)
Rechnung in KS’:  dt =dt’ dt = /1 —g2t'2/c? dt

Bei der Berechnung der IS-Zeit von KS' aus ist dx’ = —g ¢’ dt’ (fiir die IS-Uhr) in
(39.24) einzusetzen; dabei heben sich die Terme mit g2 auf. Bei der Berechnung der
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KS'-Zeit ist der Faktor (1 — v? / ¢)172 (mit v = vyy,) in der IS-Rechnung gleich dem
Faktor (ggo)'/? in der KS'-Rechnung. Wegen ¢ = ¢’ stimmen die jeweiligen Zeiten
iiberein. Der Astronaut kann also in seinem System KS’ die Uhrzeiten berechnen
und findet insbesondere, dass sein auf der Erde zuriickgebliebener Zwillingsbruder
,schneller* altert.

Relativistische Theorie der Gravitation

In Kapitel 6 haben wir diskutiert, dass aufgrund der Aquivalenz von triger und
schwerer Masse die Gravitationskrifte durch einen Ubergang in ein geeignet be-
schleunigtes System KS’ eliminiert werden kénnen. Solche Systeme KS’ sind insbe-
sondere ein frei fallender Fahrstuhl und ein die Erde umkreisendes Satellitenlabor.

Man kann sich nun auf folgenden Standpunkt stellen: Im Satellitenlabor lau-
fen die Vorgidnge so ab, als ob kein Gravitationsfeld vorhanden ist. Daher gelten
die bekannten relativistischen Gesetze ohne Gravitation, insbesondere gilt ds? =
Nap dx®dx®. In diesem speziellen Sinn ist das Satellitenlabor ein (lokales) IS. Ein
Labor auf der Erde ist relativ zum Satellitenlabor beschleunigt. Die Transformation
zum Erdlabor fiihrt daher zur Form (39.35) fiir ds?; dabei bezieht sich dieses ds2
auf Abstidnde am Ort des Satelliten. Vom Erdlabor aus gesehen herrscht am Ort des
Satelliten ein Gravitationsfeld, das nun durch die Felder gog(x) beschrieben wird.

Der hier skizzierte Gedankengang fiihrt zu einer relativistischen Theorie der
Gravitation, der Allgemeinen Relativitditstheorie von Einstein.
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Aufgaben
39.1 Kinetische Energie im Schwerpunkt- und Laborsystem

Die Kollision zweier gleicher Teilchen wird im Schwerpunktsystem (SS) und im
Laborsystem (LS) betrachtet:

LS: v =V, v =0

SS: v =, V)= —v

Berechnen Sie den exakten Zusammenhang zwischen den beiden zugehorigen ki-
netischen Energien,

39.2 Relativistische Bewegung im elektrischen Feld

Ein Teilchen mit der Ladung g bewegt sich in einem homogenen, konstanten elek-
trischen Feld E = Ege,. Losen Sie die relativistischen Bewegungsgleichungen
(38.23) fiir die Anfangsbedingungen r(0) = 0 und v(0) = vge,. Welche Bahn-
kurve ergibt sich in der x-y-Ebene?

39.3 Uhrzeit in beschleunigtem System

In einem Inertialsystem IS (mit den Koordinaten ¢, x,y,z) oszilliert die Position
einer Uhr gemil ryp = ey a sin(wt); es gilt aw K c. Zur Zeit t = 0 wird die Uhr
mit einer IS-Uhr (etwa einer Uhr, die bei r = 0 ruht) synchronisiert.

Nach einer halben Schwingung (r = ty) = 7/w) ist die bewegte Uhr wieder
bei r = 0 und wird mit der dort ruhenden Uhr verglichen. Welche Zeitspannen At
und At’ zeigen die IS-Uhr und die bewegte Uhr an? Berechnen Sie diese Zeitspan-
nen zundchst im IS. Setzen Sie dann eine geeignete Transformation ins Ruhsystem
KS’ der bewegten Uhr an, und berechnen Sie die Uhrzeiten in diesem System. Die
relativistischen Effekte sollen jeweils in fiihrender Ordnung angegeben werden.



40 Lagrangefunktion

Wir formulieren das Hamiltonsche Prinzip fiir die relativistische Bewegung eines
Massenpunkts. Dabei betrachten wir die kriftefreie Bewegung und die Bewegung
in einem elektromagnetischen Feld.

Die Bahnkurve eines Massenpunkts kann durch x’ (¢) oder x®(t) beschrieben wer-
den. Der jeweilige allgemeine Ansatz fiir die Lagrangefunktion lautet

L1 =Li(r,v, 1) oder L2 = Lo(x, u) (40.1)

Im Argument von £ steht x fiir x9 x1 x2, x3 und u fiir u©, u?, u?, u3. Uber x =
ct kann auch £>(u, x) von der Zeit abhédngen; darin ist eine eventuelle 7-Abhén-
gigkeit enthalten.

Die Funktionen o£1 und £, sind keine physikalischen Groflen; sie miissen daher
auch nicht gleich sein. Sie miissen jedoch dieselben Bewegungsgleichungen erge-
ben, das heifit die Bedingung 65 = 0 muss gleich sein. Wir werden die Freiheiten
fiir £ so einschrinken, dass neben 65 auch die Wirkung § selbst gleich ist, also dass

5] 12
S = f dt Li(r,v,t) :/ dt Lo(x, u) (40.2)
It 71
Wir betrachten zunichst die Form £ = £ (v, r, t) fiir ein freies Teilchen. Fiir die-
ses System gelten die allgemeinen Raum-Zeit-Symmetrien. Aus ihnen ergibt sich:

e Homogenitit des Raums: £ hiingt nicht von r ab.
e Homogenitit der Zeit: o£1 hdngt nicht von ¢ ab.

e Isotropie des Raums: £ hingt nur von v? ab.

Damit erhalten wir
L1 = f@?) (40.3)

Der einfachste Ansatz £; o v? fiihrt zur richtigen nichtrelativistischen Lagran-
gefunktion. Um die relativistische Lagrangefunktion aus Symmetrieiiberlegungen
zu erhalten, miissen wir noch Einsteins Relativititsprinzip beriicksichtigen. Fiir die

346
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Form £1(v) ist aber nicht klar, wie dies zu geschehen hat; denn v ist kein Lo-
rentzvektor. Wir gehen daher einen anderen Weg: Wir vergleichen die Lagrange-
gleichungen fiir «£1(v) mit der bekannten relativistischen Bewegungsgleichung im
kriftefreien Fall:

d % —0 Vergleich i mv(t) —0 (40.4)

dt av dt /1—v(t)2/c2_

Hieraus sehen wir, dass die Lagrangefunktion

1)2 2 1)2
L1(v) = —const. - 1——2 =—mc 1——2 40.5)
c c

zum gewiinschten Resultat fiihrt. Es sei daran erinnert, dass verschiedene Lagrange-
funktionen zur selben Bewegungsgleichung fiihren konnen; die Bestimmung von
L1 ist daher nicht eindeutig. Die Konstante in (40.5) wurde so gewéhlt, dass sich fiir
v < c die nichtrelativistische Lagrangefunktion £ = m v?/2 ergibt (bis auf eine
additive Konstante). Man beachte, dass £ aus (40.5) nicht gleich der kinetischen
Energie (39.1) ist; die Form £ = T — U gilt nur im nichtrelativistischen Fall.

Wir betrachten jetzt die alternative Form «£»(u, x) der Lagrangefunktion. Fiir
ein freies Teilchen gelten die allgemeinen Raum-Zeit-Symmetrien:

e Homogenitit des Raums: £, hiingt nicht von x/ ab.

0

e Homogenitit der Zeit: £, hidngt nicht von x” = ¢t ab.

e Isotropie des Raums und Relativitit der Raum-Zeit: .£, hdngt nur von u®u,
ab.

Die Isotropie des Raums und die Relativitidt der Raum-Zeit (also die Gleichwer-
tigkeit gedrehter und gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegter IS)
bedeuten, dass £, forminvariant unter Lorentztransformationen sein muss; es sei
daran erinnert, dass die LT die orthogonalen Transformationen umfassen. Damit
muss £, ein Lorentzskalar sein, kann also nur von der skalaren Kombination u%u,,
der Argumente abhédngen:

Lo = f(uug) = f(napu®u?) (40.6)
Wir verwenden hier auch Lorentzvektoren mit unteren Indizes, die durch

Uq = Nap uf u® = ug (40.7)

definiert sind; dabei ist (n®f) = (1ap) und n*P ngy = 8)",‘. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen des Hamiltonschen Prinzips 8 [dt £5 = 0 lauten

d 0Ly _ 0Ly
dr u* ~ 9x®

a2 (2 (nep ) ue ) =0 (40.8)

T
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Die vier Funktionen «? (t) sind nicht unabhingig voneinander, denn nach (38.44)
gilt
uuy = c* (40.9)

Wir setzen dies in (40.8) ein und erhalten du, /dt = 0 oder

du®(t) .

0 (x=0,1,2,3) (40.10)
dt

Diese Bewegungsgleichungen sind durch die Bedingung (40.9) zu ergénzen.

Die Bedingung u%u, = c* darf nicht in £,(u) selbst eingesetzt werden, da
bei der Variation S auch Bahnen u® + §u® zugelassen sind, die diese Bedingung
nicht erfiillen. Die Bedingung gilt aber fiir alle tatsdchlich moglichen Bahnen. Sie
kann daher in jede physikalische Grofe und in die Bewegungsgleichung eingesetzt
werden.

Die Wahl der Funktion f in (40.6) ist ohne Einfluss auf die Bewegungsglei-
chungen. Wir wihlen f so, dass die Wirkungen fiir £; und £, gleich sind. Dazu
miissen die Integrale in (40.2) iibereinstimmen:

Li(v)dt = _mcz\/jdt:—mc d(ct) 2_ dr 2 e
C2 d'[ d-[

= —mcJu®uy dtv = Lou) dr (40.11)

Damit lautet die Lagrangefunktion £, des relativistischen, freien Teilchens

Lo = —mce Ju® uy (40.12)

Hierfiir ist Wirkung ist gleich dem Wegintegral fiir die Bahn des Teilchens,

© ) 2 2
S:f dt £2:—mc/ dt Ju® ug :—mc/ Vdx® dxg :—mc/ ds
al T 1 1

(40.13)
Damit ist die Wirkung der einfachst mogliche, lorentzskalare Ausdruck fiir die Bahn
eines Massenpunkts.

Wie bereits mehrfach erwihnt, ist die Wahl einer Lagrangefunktion nicht ein-
deutig. Die Form (40.12) wurde hier tiber die Verbindung (40.11) hergeleitet, wo-
bei £ so gewihlt wurde, dass sich im nichtrelativistischen Grenzfall das vertraute
£ — mv?/2 ergibt. Die Wahl (40.12) hat den Schonheitsfehler, dass der verallge-
meinerte Impuls d.L£1/0u, gleich —p® und nicht gleich p* = mu® ist. Um dies zu
vermeiden, konnte man das Vorzeichen in (40.12) anders wihlen. Dann geht aber
die Verbindung (40.11) verloren (es sei denn, man akzeptiert L1 — —m v? /2), und
das Vorzeichen im Kopplungsterm in (40.19) muss auch geindert werden. Moglich
wire auch die Wahl £, = mu® u,/2; dann geht allerdings die einfache Verbindung
mit den Wegelement (40.13) verloren.
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Energie- und Impulserhaltung

Das System eines freien Teilchens ist invariant gegeniiber den raumlichen und zeit-
lichen Translationen; dies ist Ausdruck der Homogenitédt von Raum und Zeit. Fiir
die Lagrangefunktion .£5 leiten wir die aus dieser Symmetrie folgenden Erhaltungs-
grofien ab.

Die Symmetrietransformation lautet

x* - x*=x%tedy, Y" =055
(40.14)
T - Ttt=rT, =0
Fiir jeden Wert 8 = 0, 1,2, 3 ist dies eine einparametrige Transformation. Die

Transformation ist analog zu (15.8) und (15.9) angeschrieben, so dass wir die Er-
gebnisse aus Kapitel 15 tibernehmen konnen. Die Invarianzbedingung (15.12) ist
trivial erfiillt, weil &£, nicht von x* abhédngt. Nach (15.19) ergeben sich die Erhal-
tungsgrofen

0=2%2 ya e 8 t (40.15)
= = —— U = —mug = const. .
ou” /u}’uy «”p p

Damit folgt aus der raumzeitlichen Translationsinvarianz die Erhaltung des 4-
Impulses,
(p*) =m(u*) = (E/c, p) = const. (40.16)

Bewegung im elektromagnetischen Feld

Um Krifte in £, zu beriicksichtigen, bendtigen wir eine relativistische Theorie der
zugrundeliegenden Kraftfelder. Das Standardbeispiel ist die Elektrodynamik, in der
gezeigt wird, dass

(AP(x)) = (@, Ay, Ay, A) = (®(r, 1), A(r, 1)) (40.17)

ein 4-Vektorfeld ist; dabei steht x fiir (x*) = (r, t). Die Potenziale @ und A be-
stimmen die elektromagnetischen Felder,

1 0A(r,t
E(r.t) = —grad d(r, 1) — - 2AT D
c ot

Fiir die Bewegung eines Teilchens im Feld A%(x) sollte (40.12) einen Zusatzterm
erhalten, der von A®(x) abhingt. Da die elektromagnetischen Krifte proportional
zu den Feldern E und B sind, sollte A%(x) linear in der Lagrangefunktion vorkom-
men. Aus dem Relativititsprinzip folgt, dass der Zusatzterm ein Lorentzskalar sein
muss. Der einzige Lorentzskalar, der linear in A%*(x) ist und der mit den sonst in
£> vorkommenden GroBen gebildet werden kann, ist A, (x) u*. Wir addieren einen
solchen Zusatzterm zur freien Lagrangefunktion:

, B(r,t) =rotA(r,t) (40.18)

LoGeu) = —me VuTug — L Ay(x) u® (40.19)
C
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Im Argument dieser Lagrangefunktion kommen die Potenziale nicht vor, da die
Ay (x) duBere, gegebene Felder sind (und keine GroBen, die zu variieren wiren).
Uber das Argument x = (x%) von A, (x) hingt £ jetzt aber explizit vom Ort und
von der Zeit ab. Der Vorfaktor des Zusatzterms ist so gewéhlt, dass sich das richtige
Ergebnis ergibt.

Wir werten die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir (40.19) aus,

d 0Ly d (—mcug q dug q 0Ag dx*
— s = — ——Agx) ) =—-m —— — = — ——
dr oubf dt \ u%ug : dt ¢ 9x* dt
d 0A oL 0A
g e _ 4928 o 9%2 908 o (40.20)
dt c ox¥ axP c oxP
Dies schreiben wir als
dup _ 4 p e (40.21)
m— = = u .
dt c po

Die Ableitungen des 4-Potenzials wurden zum Feldstirketensor Fyg zusammen-
gefasst:

0 E. E E

_ (9Ag  0As\ | —Ex 0 —B, B
(Fap) = <8x—°‘ B axﬂ) | -, B. 0 -B (40.22)
—E, —B, B, 0
Damit lauten die raumlichen Komponenten von (40.21)
d
@ _, (E +2x B) (40.23)
dt c

Die Zeitableitung des relativistischen Impulses p = my v ist also gleich der Lo-
rentzkraft. Damit haben wir eine formale Ableitung von (38.23) gegeben.

Wir bestimmen noch die Form £, die (40.19) entspricht. Dazu schreiben wir
den Potenzialterm aus (40.19) in das Integral in (40.2) und driicken ihn durch die
Felder @ und A aus:

—T pPuy dt:—(—q(b—l—zv-A)dt (40.24)
[ C

Hieraus folgt

2
Lo, =-m\J1-% —qgoe.n+L v aw, 0 (40.25)
C Cc

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben wieder (40.23). In der nichtrelativisti-
schen Mechanik hatten wir die Potenzialterme bereits in (9.47) eingefiihrt. Aus
(40.25) folgt der verallgemeinerte Impuls

0L muv

= 4
v 1 —v2/c?

Die zu (40.25) gehorige Hamiltonfunktion H = p - v — £ lautet dann

(40.26)

o
S

q 2
H(r, p. 1) = | m2c + (p -4 ac. t)) +qd(r. D) (40.27)
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Andere Felder

Fiir ein 4-Vektorfeld A% fiihrt der einfachste Ansatz (40.19) zu einer erfolgreichen
physikalischen Theorie. Wir ergiinzen diese Betrachtungen durch die einfachsten
Ansitze fiir die Bewegung eines Teilchens in einem Lorentztensorfeld O-ter und
2-ter Stufe.

Hitten wir ein 4-skalares Feld ¥ anstelle eines 4-Vektorfelds A%, so wire

Lo(u, x) = —mc Vu%uy —q ¥(x) (40.28)

der einfachste Ansatz.
Fiir ein 4-Tensorfeld gqp(x) ist der einfachste Skalar gqg u® u®. Ein solcher Zu-
satzterm ist dquivalent zur Ersetzung von nyg in L2 = —mc (g u®uf Y2 durch

8ap- also
Lo(u, x) = —mc ) gap(x) u® ub (40.29)

Nach dem Aquivalenzprinzip werden die Gravitationspotenziale durch 8ap(x) be-
schrieben (letzter Abschnitt in Kapitel 39). Daher ist (40.29) die Lagrangefunktion
fiir die relativistische Bewegung eines Teilchens im Gravitationsfeld.
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Aufgaben
40.1 Erhaltungsgrofen der relativistischen Lagrangefunktion

Bestimmen Sie die Erhaltungsgrofien, die aus der Invarianz von

L=—mc? 1 =02/

gegeniiber raumlichen und zeitlichen Verschiebungen folgen.

40.2 Relativistische Lagrangefunktion fiir Teilchen im Feld

Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die relativistische Lagrangefunktion

2
Loy =—me [1-% —qoe.n+Lv. Aw 0 (40.30)
C Cc

eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld auf.

40.3 Relativistische Hamiltonfunktion fiir Teilchen im Feld

Leiten Sie die relativistische Hamiltonfunktion H = p - v — £ aus der Lagran-
gefunktion (40.25) ab, und geben Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
an.
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H

Hamilton-Jacobi-Gleichung, 251-254
Hamiltonformalismus, 235-254
Hamiltonfunktion, 235-237
Hamiltonsche Gleichungen, 235-240
Hamiltonsches Prinzip, 115-119, 243-244,
257,265,284, 347

harmonischer Oszillator, 209-216

im Hamiltonformalismus, 247
harte Kugel, 163
Hauptachsentransformation, 175-177, 227
Haupttrigheitsmoment, 176
Haus-Stab-Experiment, 308
holonome Nebenbedingung, 105, 109—-111
holonome Zwangsbedingung, 50
Homogenitit der Zeit, 87-90, 346

Homogenitit des Raums, 87-90, 346
Hydrodynamik, 269-281
Hydrostatik, 274—276
Hyperbelbahn, 141, 147-148
hyperbolische Bewegung, 338—339

I

ideale Fliissigkeit, 270
Impuls
-Erhaltung, 18, 25-26, 90, 100,
348-349
kanonischer, 235
Massenpunkt, 10
relativistischer, 333
Schwerpunkt-, 25-26
verallgemeinerter, 72
Vierer-, 327
Inertialsystem, 9, 31-39, 86—88
lokales, 344
inkompressibel, 273
integrables System, 146
Invarianz, 37-39
der Wirkung, 121-127
unter Galileitransformation, 37-38
isoperimetrische Nebenbedingung, 104,
107-109
Isotropie des Raums, 87—-89, 91, 346

K

KAM-Theorem, 146
kanonische Gleichungen, 235-240
kanonische Transformation, 243-250
Erzeugende, 246
kartesische Koordinaten, 5—6
Keplerproblem, 141-148
Keplersche Gesetze, 142—-143
Kettenlinie, 111-112
Kinematik
Massenpunkt, 3
starrer Korper, 165-207
kinetische Energie, 20-21, 28
Labor- und Schwerpunktsystem,
335-337
relativistische, 331-332
starrer Korper, 171-172
kleine Schwingungen, 209-234
Knoten (stehende Welle), 262
Kompressibilitit, 272
konservative Kraft, 20-21, 28
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, 291
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Kontinuititsgleichung, 270-271
Kontinuumsmechanik, 255-288
Kontraktion, 320
Kontraktion von Tensorindizes, 184
kontravariante Komponenten, 319
Koordinaten
kartesische, 5-6
krummlinige, 7-8, 79-81
orthogonale, 80
verallgemeinerte, 65—67
zyklische, 72
Koordinatensystem, 3—8
Koordinatentransformation
Galileitransformation, 31-35, 86—87
Lorentztransformation, 293-297,
312-317
orthogonale Transformation, 180—182
korperfestes Koordinatensystem, 166—169
kovariante Komponenten, 319
Kovarianz
Galileitransformation, 33-38
Lorentztransformation, 318-319, 347
orthogonale Transformation, 184—185
Kraft
dissipative, 20-21, 28, 73-74
innere, duBere, 25
konservative, 20-21, 28
Lorentz-, 73, 329-330, 350
Messung, 10—11
Minkowski-, 327-329
Newtonsche, 325-328
verallgemeinerte, 69
Kreisel, 166
kriftefreier symmetrischer, 195-198
schwerer symmetrischer, 200—-203
Kristallmodell, 233-234
Kroneckersymbol (als Tensor), 186, 322
krummlinige Koordinaten, 7—-8, 79-81
Kugelwelle, 281

L

Laborsystem (Streuung), 157-161, 335-337
Lagrange-Multiplikator, 105-107
Lagrangedichte, 257, 265, 282-284
Lagrangeformalismus, 49-93
Lagrangefunktion, 67-70

Aquivalenz von, 94, 120

Teilchen im elektromagnetischen Feld,

73,75

Register
Lagrangegleichungen
1. Art, 49-55
2. Art, 65-74
schwerer symmetrischer Kreisel,
199-203

Liangenkontraktion, 300-302, 308-309
Langenmessung (SRT), 299-302, 308-309
Laplacegleichung, 278
Leistung, 20
Lenzscher Vektor, 149
Levi-Civita-Symbol, 186, 187, 322
lichtartig (Abstand, SRT), 305-307
Lichtgeschwindigkeit, 38, 289-291
Konstanz der, 291
maximale Teilchengeschwindigkeit, 333
Lineare Kette, 232
Linearisierung, 279
Liouvillescher Satz, 242
lokales Inertialsystem, 344
longitudinale Welle, 259, 280
Lorentzgruppe, 312-317
Lorentzkraft, 73, 329-330, 350
Lorentztensor (-skalar, -vektor), 318—323
Lorentztransformation, 293-297, 312-317
homogene, inhomogene, 312
spezielle, 294-297
Losungsmethode nach d’ Alembert, 263

M

Mach-Prinzip, 31
Masse

Messung, 10—11

relativistische, 330

trage und schwere M., 11, 41
Masse-Energie-AquivalenZ, 331-332
Massendefekt, 332
Massendichte, 172-173, 256, 264, 271
Massenpunkt, 3—4

auf Kreiskegel, 81 -84

auf rotierender Stange, 61-62, 77-78
Matrixschreibweise, 174, 175, 313
Maxwellgleichungen, 38-39, 285, 291
Metrik, 80
Michelsonexperiment, 291
Minkowskikraft, 327—-329
Minkowskiraum, 318
Minkowskitensor, 322
Molekiilschwingung, 229-231
Myon (Lebensdauer), 310
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Naturgesetz, 9
Navier-Stokes-Gleichungen, 274
Nebenbedingung (Variation), 104—113
Newtons Axiome, 9-15
Newtonsche Kraft, 325-328
Newtonsche Mechanik, 9-46
Noethertheorem, 121-127
Feldtheorie, 285-288
Normalkoordinaten, 221-223
Nutation, 201, 202

(0]

orthogonale Koordinaten, 80
orthogonale Transformation, 33, 176—177,
180-182
Orthogonalitit
Eigenvektoren bei kleinen
Schwingungen, 222
Eigenvektoren des Trigheitstensors, 177
Oszillator
anharmonisch, 16
Erhaltungsgrofien, 128
geddmpfter harmonischer, 24, 209-216
sphirischer, 136, 139, 140
Symmetrie und Erhaltungsgrofle, 128

P

Parabelbahn, 141
Parameter (Kegelschnitt), 141
passive Transformation, 36—37
Pendel
Doppel-, 85,232
Doppelpendel, 66, 67, 79
ebenes, 50, 66
gekoppelte, 228-229
Periheldrehung, 144, 149
Phase, 212, 213, 262
Phasenraum, 238-240
-Volumen, 238
Phasenverschiebung, 214
Planetenbewegung, 141144
Vielkorperproblem, 144—146
Platonisches Jahr, 207
Poincaré-Gruppe, 313
Poincaré-Schnitt, 146
Poissonklammer, 247-249
Polarkoordinaten, 7—8
Polkegel, 196—-198
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Potenzial, 14,21-23
effektives, 136
Vielteilchensystem, 29-30
Potenzialstromung, 278
potenzielle Energie, 20-21, 28
Prinzip der kleinsten Wirkung, 115
Prinzip der virtuellen Arbeit, 54
Projektil, 151
Prizession
Erdachse, 203-207
reguldre, 197, 198
schwerer Kreisel, 202-203
Prizessionskegel, 198
Pseudotensor, 187
Punktmasse, 172—-173

Q

Quantisierungsbedingung, 238

R

Radialgleichung (Zentralpotenzial), 133—134
Randbedingung, 102, 109, 111

Balken, 266-268

Saite, 258
Rapiditit, 296
Raum-Zeit-Symmetrien, 86—-93
raumartig (Abstand, SRT), 305-307
raumfestes Koordinatensystem, 166—169
Rayleighsche Dissipationsfunktion, 74
reduzierte Masse, 132
Reibungskraft, 21, 73-74

geddmpfte Schwingung, 215
relativistisch

Bewegungsgleichung, 325-334

Energie, 331-332

Gravitationstheorie, 344

Impuls, 333

Masse, 330

Mechanik, 289-351
Relativitit der Raum-Zeit, 87—-89, 92-93,

126-127

Relativititsprinzip, 31

Einstein, 289-291

Galilei, 289-291
Relativititstheorie

Allgemeine, 344

Spezielle, 289-351
Resonanzfrequenz, -kurve, 214
Responsefunktion, 212
rheonome Zwangsbedingung, 51
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Rotation (Drehbewegung), 165-207

Rotation um Hauptachsen, 193-195

Rotationssymmetrie, 87—89, 91

rotierende Fliissigkeit im Schwerefeld, 276

rotierendes Bezugssystem, 42—46

Ruhenergie, 331-332

Ruhmasse, 325-326

Rutherfordscher Wirkungsquerschnitt,
155-161

Rutherfordstreuung, 163

S

Saitenschwingung, 255-263
Schallgeschwindigkeit, 280
Schallwellen, 279-281
Scheinkrifte, 40
schiefe Ebene, 57-60, 77
Schrodingergleichung, 284—285
schwere Masse, 11, 41
Schwerefeld, 13, 40-41
schwerer symmetrischer Kreisel, 200203
Schwerpunkt, 25-26

Impulserhaltung, 25-26, 127, 131, 132
Schwerpunktsatz, 26
Schwerpunktsystem (Streuung), 157—-161,

335-337

Schwingung

erzwungene, 24, 209-216

kleine, 209-234

Pendel, 228-229

Saite, 255-263

zwischen Umkehrpunkten im Potenzial,

15

Seifenhaut, 96, 103
Seil im Schwerefeld, 104, 111-112
Skalar, siche Tensor
Skalarprodukt, 6, 320
skleronome Zwangsbedingung, 51
Spezielle Relativititstheorie, 289-351
sphirischer Oszillator, 128
Spurkegel, 198
Stabilitdt der Gleichgewichtslage, 209, 219
starre Rotation, 276
starrer Korper, 165-207

in der SRT, 309
Staudruck, 278
stehende Welle, 262
Steinerscher Satz, 178
Sterngleichgewicht, 275
StoBparameter, 153, 154
Streuquerschnitt, sieche Wirkungsquerschnitt
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Streuung, 139, 151-162
Stromdichte
elektrische, 285
Fliissigkeit, 270
Teilchenstrahl, 151
Stromlinie, 277
Summenkonvention, 293
Superpositionsprinzip
Krifte, 12
Losungen linearer
Differenzialgleichungen, 260
Suszeptibilitit, 212
Symmetrie, 86
Raum-Zeit-, 86-93
S. und Erhaltungsgrofie, 121-127,
285-288
Synchronisation von Uhren, 299
System, -zustand, 71, 238—240

T

Target, 151
Tensor
3-Tensor, 172, 180-190
Definition, 183
Rechenregeln, 184
Tensorfeld, 189—-190
Tensorgleichungen, 184—185
4-Tensor, 318-323
Definition, 319
Rechenregeln, 319-322
Tensorfeld, 323
Tensorgleichungen, 318-319
total antisymmetrischer Tensor, 187, 322
Transformation
Galilei-, 31-35, 86-87
kanonische, 243-250
Lorentz-,293-297,312-317
orthogonale, 33, 176—177, 180—182
passive und aktive, 36—37
zwischen Labor- und
Schwerpunktsystem, 157-161,
335-337
Translationssymmetrie, 87—-90
transversale Welle, 259
trage Masse, 11, 41
Trigheitskrifte, 40
Tragheitsmoment, 174—176
Trigheitstensor, 171-177
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U

Uhr
in der SRT, 299-300
Zeitmessung, 4-5
Unschirferelation, 240
Unwucht, 208

A\

Variation

mit Nebenbedingung, 104—113

ohne Nebenbedingung, 95-102
Variationsprinzipien, 95—127
Vektor, siche Tensor
verallgemeinerte Geschwindigkeit, 68
verallgemeinerte Koordinaten, 65-67
verallgemeinerte Kraft, 69
verallgemeinerter Impuls, 72
Vielkorperproblem, 144—-146
vierdimensional

Minkowskiraum, 318

Wegelement, 293, 318, 320
Vierervektor (Lorentzvektor), 319
virtuelle Verriickung, 54
vollstdndiges Integral, 252

W

Wegelement, 80
dreidimensionales, 318
vierdimensionales, 293, 318, 320

Welle
ebene, 281
Kugel-, 281
longitudinale, 280
Saite, 255-262
Schall, 279-281
stehende, 262

Wellenfunktion, 284

Wellengeschwindigkeit, 262

Wellengleichung (Saite), 258 -260

Wellenlédnge, 262

Wellenpaket, 262, 280

Wellenzahl, 262

Winkelgeschwindigkeit (starrer Korper),

166—170
wirbelfreie Stromung, 278
Wirkung und Gegenwirkung, 12
Wirkung, -Funktional, 115, 243
Wirkungsquerschnitt, 151-161
Rutherfordscher, 155-161
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Z

zeitartig (Abstand, SRT), 305-307
Zeitdilatation, 303
Zeitkoordinate, 3
Zeitmessung, 4-5
SRT, 299-300, 302-305
Zeitnullpunkt (Verschiebung), 32
Zeitparameter (beschleunigtes System), 342
Zentralkraft, 19
Zentralpotenzial, 131-162
Zentrifugalkraft, 44
Zustand (System-), 71, 238-240
Zustandsgleichung, 272-273
Zwangsbedingung, 49-51
Zwangskraft, 49, 51-52
Zweikorperproblem, 131-139
Energieerhaltung, 134—135
Reduktion zum Einteilchenproblem,
132-133
Reduktion zur Radialgleichung,
133-134
Zwillingsparadoxon, 340—-341
zyklische Koordinate, 72
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